ESPACIOS VECTORIALES. APLICACIONES LINEALES

1. Sean U(R), V(R) espacios vectoriales. Si f : U — V es una aplicacion, indica en
qué casos es una aplicacién lineal.

1. U=R3V =R? f((x1,22,23)) = (x1 + 13 — 22, 25 — T2)
2. U= RQ, V= R4 f ((561,.732)) = (2,$1LE2, 3"13‘1 - 2.732, —\/3.731)

3. U:I\\/JIQ,V:R?’f((Z g)) =(a+b+3c,—a+b,c—2d)

2. Sean U(R), V(R) espacios vectoriales referidos a sus bases canénicas By y By
respectivamente. Se considera la aplicacién lineal f : U — V, el subespacio vectorial A
de U y el subespacio vectorial C' de V' Se pide:

1. Matriz de f respecto de las bases By y By.
2. Ecuaciones, dimensién y una base de f(A)
3. [TNY), ¥ eV.
4. f710).

Para los siguientes casos:

U=R3V =R?
(a) ¢ f((z1,22,23)) = (x1 — 31 — 23,201 +23)  C = {(41,%2) € R*/yn +y» = 0}
A:{<I1,I2,ZE3) €R3/m1:0,3x2—$3:0} ?:(—1,3>

U =RV =R
(b) $ f (@1, 22)) = (w1 — 229, 1 + x2,3x1) C ={(y1,v2,v3) € R¥/ys — 2y; =0}
A:{<xlax2) GIRQ/(El_‘_:EQZO} 7:(17_270)

( U:M27V:R3
f(( T1 T2 )) = (z1 + x9 — 223, 9 + 3,71 — Ta)

T3 T4

(c) A_{<x1 $2)€M2/m1+3x2+x3—0} 7 =(1,0,1)

Trs X4
(L C={(y1,y2,y3) ER*/y1 —yo —y3 = 0,42 — y3 = 0}

3. Sean U (R), V(R) espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By y By respec-
tivamente. Se considera la aplicacién lineal f: U — V . Se pide:

1. Matriz de f respecto de las bases By y By.



2. Ecuaciones, dimensién y una base de Im(f).
3. Ecuaciones, dimensién y una base de Ker(f).

Para los siguientes casos:

(a) U= R3, V= Rg, f ((l’l, 1'2,333)) = (331 + 2$3,.T1 + Ty + 31’3, —T9 — $3)
(b) U= Rz, V = ]R2, f ((Il,Ig)) == (Il - ZE272I1 — 21’2)

() U=M,, V=P, f (< Z Z )) = (a+b+c+d)+(a+c)z—(a+b)a2+ (c+d)a?

(d) U=R?V =Py, f((a,b)) = 2b+ azx + (a — b)z?
U= {M € M3/M es diagonal}, V = R?
(e) I 0 0
f 0 x 0 = (22,3 — 21,71 + Tg)
0 0 T3

4. Sean U(R), V(R) espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By = { €1, €3, €3}y
By = {1, U, U3} respectivamente. Se consideran las aplicaciones lineales f : U — V
y g:U — V tales que

f ((%1,332, 56'3)) = <5ZC1 + X9 + T3, T2 + 4333,1’1 — 6.’133, 0)
g (w1, 2, 23)) = (2w3, =21 + 22 + 3,0, 439 — 1)

Se pide:
1. Expresién matricial de f respecto de las bases By y By.
2. Expresion matricial de g respecto de las bases By y By.

3. Expresion matricial de 2f 4 3¢ respecto de las bases By y By.

5. Sea U(R), V(R), W(R) espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By =
{%€1,€, €3}, By ={W1, UWa, Us, Wa}y Bw = {W1, W} respectivamente. Se consid-
eran lan aplicaciones lineales f : U — V .g: V — W, tales que

f((x1,29,23)) = (29— x3,22 + 23,0, 21 + T2 — T3,)

g (1,29, 23,14)) = (3, —11 + 429 + 23)
Se pide:
1. Expresién matricial de f respecto de las bases By y By .
2. Expresion matricial de g respecto de las bases By y By .

3. Expresion matricial de g o f respecto de las bases By y By .



ESPACIOS VECTORIALES. APLICACIONES LINEALES

0.- Sean U(R), V(R) y W (R) espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By, By
y By respectivamente. Sean f: U — V,g:V — W y h: U — V aplicaciones lineales.
Se pide:

1. Matriz de f respecto de las bases By y By .

2. Matriz de g respecto de las bases By y By .

3. Matriz de h respecto de las bases By y By .

4. Matriz de la aplicacién gof respecto de las bases By y By .

5. Clasificar las aplicaciones f, g, gof.

6. Matriz de la aplicacién 3f(x) — 2h(x) respecto de las bases By y By.
7. Matriz de g~! respecto de las bases By y By .

8. Ecuaciones del cambio de base de By a By, siendo By, base de U

9. Ecuaciones del cambio de base de By a By, siendo By, base de V

10. Matriz de f respecto de las bases By, y By,

(a) U=R3V =R* W = R?
f((x1, 29, 23)) = (21 + 223,429 — 323)
g ((z1,22)) = (221, 1 + x2)
h (21,22, 23)) = (—x3, 22)
fj {(1,1,1),(-1,1,0),(0,0,1)}
By ={(1,2),(3,-1)}
b) U=R2V =R} W =R?
f((x1,22)) = (1 — 229,321 + 29, 21)
(x4 asg,xg)) = (r1 — x3,3%9, 11 + T3)
((z1,72)) = (=521 + T2, =72, 1)
BU - {(17 1)? (_17 1}
B{, ={(1,2,0),(1,3,-1),(0,2,0)}
(c) U=M,,V =P;, W =R*

/ (( o o >) = a1 + (a2 — a3)v + (a3 — az)z® + aga®

a3z Qa4

g (bl -+ bgl’ + b3$2 + b4x3) = (bl + bg, bg — b4, —b3, —b4)

>

3



" <( o o )) = (a4 — ag) + a1z + 2a32° + (ap — a1)2®

as aq

m={(0) G (DG
U 10 00 01 0 1
B, ={l+x,22 - 21— 222 2z + 2%}
U=R>V =P, W =R?

f(a1,a2)) = (a1 — 3az)2”

9((b1 + byw + b3a?)) = (by + bz, by — b3, b1)

h((al, a2)) = 2aq1 4+ as + a1x — CLQl’Q

By ={(-1,3).(-3,2)}

By ={z,x—1,2" - 2}



ESPACIOS VECTORIALES. APLICACIONES LINEALES

7.~ Sean V(R) y W (R) espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By = {e;, 3, €3}
y Bw = {u3,u3}, respectivamente. Sea f : V — W una aplicacién lineal tal que:
f(el + e + eg) = 3ui + uy
f(—el +e3) = —ug + 4y
f(es) = 2u; — 3u3
Se consideran las bases By, = {(1,1,1),(—1,1,0),(0,0,1)} y Bjy, = {(1,2),(3,—1)} de
V(R) y W(R) respectivamente, se pide:

1. Matriz de f respecto de las bases By y By .
2. Ecuaciones del cambio de base de By a Bj,.
3. Ecuaciones del cambio de base de By a By, .

4. Matriz de f respecto de las bases By, y By,

8.~ Se consideran los espacios vectoriales R? y R? cuyas bases canénicas son By =
{el, e}y Brs = {u1, us, us }, respectivamente. Sea f : R? — R3 una aplicacién lineal tal
que:

€1+ 6 € Kerf

e — e € [Nl — 2us — )

Si Bp, = {(1,1),(=1,1)} y Bgs = {(1,2,0),(1,3,-1),(0,2,0)} son bases de R’y R?
respectivamente se pide:

1. Matriz de f respecto de las bases Bg2, Bps.
2. Ecuaciones del cambio de base de Bg: a Bp.
3. Ecuaciones del cambio de base de Bps a Bﬁ@

4. Matriz de f respecto de las bases Bp,, Bps.

9. Sean V = R3, W = IP3 espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By =
{el,e,e3} vy By = {1, 2, 2%, 2%}, respectivamente. Sea f : VV — W una aplicacién lineal
tal que:

Kerf ={z € R®/z; + zy + 23 =0}

f(e_f—|—e_2’—|—<;)_;)1—|—2x—1:2—3x3

Se pide:



1. Matriz de f respecto de las bases By y By .

2. Clasifica la aplicacién f.

10.- Sean U (R), V(R) espacios vectoriales cuyas bases canénicas son By y By re-
spectivamente. Se considera la familia de aplicaciones lineales f, : U — V con a € R.

1. Hallar la matriz de f, respecto de las bases By y By .

2. Estudiar las dimensiones de los subespacios Im( f,,) y Ker(f,) en funcién del parametro
a.

3. Clasificar la aplicacién segtn los valores de a.
(a) U=R3V =R3
f ((z1, 22, x3)) = (ax1, —x1 + T3 — T3, AT — T'3)
(b) U=R4, V =R
f((x1, 29,23, 24)) = (21 + axo + T3, @24, —T1 — T3 + QT3 + T4)
(c) U=R3V=R!
f((x1, 29, 23)) = (21 + g, x9 — T3, 1, T1 + Ty — OI3)

11.- Sean V = {M € M,/M es simétrica}, W = P, espacios vectoriales cuyas bases
candnicas son:

By={a@metenm=( L") g=("%) g=("1!
Vv = 1,62, €3 1 = 0 0 , €3 = 01 e = o
By = (i, 7,3}, con Wl = 1, w5 = o, o = o

Sea f,, : V — W una aplicacién lineal tal que:

(el + €3) = 3ui + (1 — m)us + 6ug

fm(—€2) = —ui — 13 — 2u3
Fml(e 4+ e3) = (14+m)uy + 3us
Se pide:

1. Hallar la expresién matricial de f,, en las bases dadas.
;Para qué valores de m no se puede definir la aplicacién lineal f,17.

Estudiar el subespacio vectorial Ker(f,,) en funcién de m.

= W N

Determinar los valores de m para los cuales p(z) = —2+ 62 pertenece al subespacio
vectorial Im(f,,).

5. Hallar la expresién matricial de firespecto de las bases

By y By, = {1 — 2% 2% = + 2*}.



ESPACIOS VECTORIALES. APLICACIONES LINEALES

12. Decide si el endomorfismo f de R3cuya expresién matricial respecto de la base
B ={el,e5,e3} es

2 20 T
flxy=12 2 0 To
0 01 T3

es diagonalizable.

13. Sea f el endomorfismo de R3 cuya matriz asociada respecto de la base B =
{el,e5,e5} es

-1 0 O
A= 3 -1 3
3 0 2

1. Estudia los autovalores de la matriz A.

2. ;Es f diagonalizable?.

3. Calcula la matriz del endomorfismo f!° respecto de la base B.

14. Se considera el espacio vectorial R® referido a la base B = {e7, €3, 6_3:} y el

endomorfismo f : R? — R3 tal que

1. El vector e; es vector propio del autovalor A =a — 3, a € R

(a) f(er) =361 — &
flel +e)=—¢e +2e

2. Halla la matriz de f respecto de la base B.
3. Estudia los autovalores de f en funcién del pardmetro a.
4. Obtén los valores de a para los cuales f es diagonalizable.

5. Para a = 4 halla una base de vectores propios y la matriz diagonal de f respecto de
dicha base.



15. Sabiendo que f : R? — R3 es un endomorfismo diagonalizable tal que
Wy = {7 €R3/zy + a2y + 23 =0 yWy = {7 € R®/2z; + 23 = 0, 23 = 0}son subespacios prop
los autovalores de f~'son A\; = —1lcon multiplicidad 2 y A\ = 3 con multiplicidad 1
determina la matriz de f en la base canénica B = {e7, €3, €3 }.

16. Sea f un endomorfismo diagonalizable de R3. Determina la matriz de f en la
base B = {71, ¢, e3 } sabiendo que:

1. (a) i W={% €R3/z; + 1y =0} es un subespacio propio de f.

o = O
N OO

p
1
Dicha matriz es semejante a la matriz D = | 0
0

fler +e3) =2e; +e2+e3

a 0 0
17. Se considera el espacio vectorial V = { b 0 0 | /a,b,ceR } y el endo-
c 00
morfismo de V' definido de la siguiente manera:
a 0 0 2a +b 00
f b 0 0 =1 b 00
c 00 (m+1a+2b+2c 0 0

. Para qué valores de m € R, el endomorfismo es diagonalizable?

18. Se considera el espacio vectorial R® referido a la base B = {e;,¢5,¢e3} y el
endomorfismo f : R? — R3 tal que:
r1— 22 =0
To —x3 =0
El subespacio generado por {es }, es el subespacio propio asociado al autovalor A = 2.
f(€2>:€_1>—l—€_2>—€_3>-

El micleo de f es el subespacio de ecuaciones en B, {

1. Obtén la expresiéon matricial de f respecto de la base B.
2. Razona si f es sobreyectiva.

: s . — = = = =
3. Determina la expresién matricial de f respecto de la base B’ = {e] —es3, e5—e3,2e3 }.



ESPACIOS VECTORIALES. APLICACIONES LINEALES

19. Enel espacio tridimensional V' se considera el endomorfismo f de V' y la base
B ={el,e5, e3}.

Sabiendo que la matriz de f respecto de la base B’ = {e] — €5, €3 + €3, €3 } s

M=

o O =
oo O
_ o O

se pide:
1. Ecuaciones cartesianas de los subespacios propios de f respecto de la base B.

2. Matriz de f respecto de la base B.

20. Sean
2 1 0 -1 0 0
A=|1 =10 |,B=[ 0 -1 0
0 0 6 0 0 -1

A v B son matrices semejantes?. Razona la respuesta.
21. Demuestra los siguientes enunciados:

1. Sea f: V — V un endomorfismo. Si f es biyectivo entonces todos sus autovalores
son distintos de cero.

2. Sea f:V — V un endomorfismo. Si f es inyectivo entonces todos sus autovalores
son distintos de cero.

3. Sea f : V — V un endomorfismo. Si f es sobreyectivo entonces todos sus autoval-
ores son distintos de cero.

4. Sea f:V — V un endomorfismo. Si A es autovalor de f entonces para k € R, kA
es autovalor del endomorfismo k f.

5. Sea f : V — V un automorfismo. Si A es autovalor de f entonces % es autovalor

de f~1.

6. Sea f:V — V un endomorfismo. Si A es autovalor de f entonces \* es autovalor
del endomorfismo f2.



10.

Sea f : V — V un endomorfismo. Si A es autovalor de f entonces para k € R,
A — k es autovalor del endomorfismo f — ki.

. Sea f:V — V un endomorfismo. Si ¥'es un vector propio de f asociado al valor

propio A y k € R entonces ¥ es un vector propio del endomorfismo kf asociado al
valor propio k.

Sea f: V — V un endomorfismo. Si @es un vector propio de f asociado al valor

propio \ entonces v es vector propio del endomorfismo f? asociado al valor propio
M2

Sean f: V — V y h: V — V endomorfismos. Si Tes vector propio de ambos
endomorfismos entonces es vector propio del endomorfismo f — h.
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