MATEMATICAS I CURSO 2009/10
1° CONTROL 24 de octubre de 2009

APELLIDOS. ..ottt NOMBRE.......oooiii N exptoccceeenees

ALGEBRA LINEAL:

1. (1,5 punto) Sea V' un espacio vectorial real con dim(V') = n.

(a) Define sistema de vectores linealmente independiente.
Solucién. Un sistema de vectores S se dice que es linealmente independiente si ningin vector
de S se puede escribir como combinacion lineal del resto.

(b) Demuestra que las coordenadas de @ € V' respecto de una base de V' son tnicas.
Solucién. Supongamos que las coordenadas de ¥ respecto de una base B = {€é1,...,€,} son
(a1y...,an) y (B1,-..,0n); esto es,

Por tanto,

—

0217—17:(al—ﬁl)é'1+~~+(an—/8n)é’n.

Como B es una base, es linealmente independiente y por tanto,
a;—p1=0,...,a, — B, =0.

2. (0,5 punto) Definir suma directa de subespacios.
Solucién. Se dice que la suma de dos subespacios vectoriales Wy W’ es directa si WNW' = {6}
3. (1,5 punto) Sea V' un espacio vectorial real y sea W un subespacio vectorial de V. Definir subespacio

complementario de W. ;Existe siempre un subespacio complementario a W7 ;Es dicho subespacio
complementario inico? Razona la respuestas.

Solucién. Un subespacio complementario a un subespacio W de V es un subespacio tal que:
WaeWw =V.

Siempre existe un subespacio complementario a uno dado porque si B; es una base de W siem-
pre podemos completar esa base hasta obtener una base de V. Los vectores con los que hemos
completado dicha base generan el subespacio complementario.

Dicho subespacio no es dnico. Por ejemplo, sea un espacio vectorial V' con base B = {é1,és},
los subespacios W' = L({€1}) y W" = L({€1 + 2é>}) son dos subespacios complementarios de
W =L({e})y W#W".

4. (2 puntos) Sea el espacio vectorial (R* R) y sea B la base canénica de R*. Se considera el subespacio
vectorial S de R* de ecuaciones paramétricas:

1 =a— 20,
vy =f3

S = ’ con o, €R
3:3:67 6
vy =03

y el subespacio vectorial T de R* de ecuaciones cartesianas:

TE{ 1+ 229=0
x3—x4=0

Se pide:



(a) Hallar las ecuaciones cartesianas de S y las ecuaciones paramétricas de T'.

Solucién. Las ecuaciones cartesianas de S son: x9 = x3 v £3 = x4.

(b) Calcular una base de SN 7T y las ecuaciones cartesianas de S + T'.

Solucién.

SNT = {(x1, 22,23, 74) | T2 = 23, T3 = 24, T1 + 222 = 0, 3 — 14 = 0}

= {(z1, 22,23, 24) | T2 = 3, 3 = x4, 1 + 222 = 0}
Una base de SNT es {(—2,1,1,1)}.

S+T = L£({(1,0,0,0),(-2,1,1,1), (-2,1,0,0), (0,0,1,1)})
= £({(1,0,0,0), (—2,1,0,0),(0,0,1,1)}).

La ecuacién cartesiana de S + T es:

1 -2 0 Tl

0 — 0 1 0 ) — 23— 24
0 0 1 =z3 '
0 0 1 x4

(c) {Son Sy T subespacios complementarios? Razona la respuesta.
Solucién. No, porque SNT # {6}

5. (1 punto) Sean tres espacios vectoriales reales V., V' y V”. Se consideran las siguientes aplicaciones
lineales:
f:V—VygV —V"
Demostrar que si un vector ¢ pertenece al micleo de f (esto es, U € ker(f)) entonces se verifica que
¥ pertenece al nicleo de la composicién g o f (esto es, ¥ € ker(g o f)).
Solucién.

(g0 f)(#) =g (f (@) = g (0) pues 7 € ker(f)

y como g(0) = 0 pues g es una aplicacion lineal, se tiene 7 € ker(g o f).



6. (2,5 puntos) Sea Ps(x) el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que dos con
coeficientes reales (esto es, Pa(x) = Ra[z]) y sea Maxs el espacio vectorial de las matrices cuadradas
de orden dos con coeficientes reales.

Se considera el siguiente subespacio vectorial M de Maxs:

M:{<a b>EM2><2a:d}a
c d

y la aplicacién f: Py(x) — M dada por:

2\ 2a b
f(a~|—b:n—|—cx)—< b 2a>'
Se pide:

(a) Demostrar que f es una aplicacién lineal.
Solucién.

f (a(a1 + bz + c12?) + Blag + boz + 02x2))
=f ( (a1 + bz + c12? ) +5(a2+b2x+62x2))
f aay + Bag) + (aby + Bba) z + (act + Beg) x°)

_ ( 2(aay + Baz)  (abr + Bb2)
o abl + 5()2 2 (aa1 + ,Baz)

201 b 2a9 by
a( bl 2a1>+6< b2 2(12)

=af(a; + bz + 01:1:2) + Bf(az + bax + 02:132).

(b) Determinar la matriz asociada a f respecto de la base By = {1,z,2?} de P»(z) y la base

R

Solucién.
=5 5)=2(0 7)ol Vo) oV o)
(2 1) o) (2 ) o)
(283 )2 1)l 1)
luego

2 00
MBle(f) = 010
0 0 O

(c) Hallar las ecuaciones cartesianas del subespacio ker(f) y las ecuaciones cartesianas del sube-
spacio Im(f).

Solucién.
m(f) = £ ({£(1), f(2), f(z*)})
:{< CC‘ d) talesquea—dyb—c}
ker(f) = £ ({2"})

={a+br + cz? € Ry[x ] tales que a=b=0}.



(d) ¢(Es f una aplicacién inyectiva? Razona la respuesta.
Solucién. No porque ker(f) # {0}.

(e) Determinar la matriz asociada a f respecto de la base B} = {1,1+ 22,1 — z} de Px(z) y la
base By de M.

Solucidén.

f(1):<(2) g)=2<(1) (1)>+0<(1) é>+o<(1) 8)
f(1+:v2)—<(1, ?)—1(3 ?)JFO(? (1)>+0<(1) 8)
f(1—96)=<_21 _21>=2<(1) (1))‘1((1) é>+0<(1) 8)

2 1 2
Mpp,(f)={ 0 0 -1
00 0

. (1 puntos) Sea V' un espacio vectorial tridimensional real, sea B = {u, ¥, W} una base de V, y sea f
un endomorfismo de V tal que:.

Se pide determinar la expresién matricial de f en la base B.

Solucién.
Como
f(@) =24 = 24 + 00 + 0w,
£ (@) =0 = 0d + 07 + 0w,
fW) =u+7=1d+ 17+ 0w,
se tiene:
2 01
Mpp(f)=10 0 1
0 00

Por tanto si (z1,x2,z3) son las coordenadas de un vector Z en la base By (y1,y2,y3) son las
coordenadas de f(Z) en la base B se tiene:

U1 2 01 T
Y2 = 0 0 1 )
Y3 000 T3



