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1. (5 puntos) Se considera la curva C' con parametrizacién

G(t) = (te', €', 2 +1), te(0,2).

(a) Vectores del Triedro de Frenet de C en el punto P = (0,1, 1).
(b) Torsién de C' en el punto P.

(¢) Curvatura de C en el punto P.

(d) ;Es C una curva plana?

) Ecuaciones paramétricas de la circunferencia osculatriz en P.

Superficie formada por las rectas tangentes a la curva. Hacer un esbozo de la superficie.

(g) Curva interseccién de la superficie del apartado anterior con el plano de ecuacién z = 0.
Solucién.
Tenemos:
S 7o) = 20 _ (1 1
G '(t) = (tet + €, et, 2t), t(0) = EHOIES (ﬁaﬁao)a
E’t:te+2e 727 B0) = (2 —2 _1
5”((1?)) =((t€ + 3¢, ¢, 0)), ' 1:7(((()))) —(5?(3) 375(0?)’)—’ L_(1,-1,4)
- - 3\/§ ) ) )
son los elementos del triedro de Frenet en el punto P = &(0)
La curvatura y la torsién de la curva en el punto P = &(0) son

EHOECEIOI

7 '(0)x5 "(0) 5 '(0), 3 "(0), 3 "(0)
w(0) = 17 EROIE = = 3v3 ¥ 7(0) = L l_s

La torsién no es idénticamente nula pues 7(0) = %. Por tanto, la curva no es plana.
El radio de curvatura en P y el centro de la circunferencia osculatriz en P son:

R(0) = 5y = 22,
0Z = OP + R(0)i(0) = (0,1,1) + 22 L (1,-1,4) = (2,5, 41) .

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la circunferencia osculatriz son:

te', t2+1)—|—)\(te +e, €', 2t)
et(t+)\t+)\) P4 N), 2+ 142)).

Interseccién de la superficie con el plano que tiene ecuacién: z = 0 obtenemos: A = —% (1 + tz).
Por tanto, la curva pedida es:

Pt (1412) = (¢ (t= 3 1+ ) (t+1), ¢ (1= % (1+19), 0).
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2. (5 puntos) Sea la superficie S' con parametrizacién

f'(u,v):(u, v, 27u2+’u2), 0<u<2 0<v<2

Se pide:
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Primera forma fundamental de la superficie en un punto arbitrario de la superficie.
Segunda forma fundamental de la superficie en un punto arbitrario de la superficie.
Clasificar el punto P = (0,0, 2).

Hallar las direcciones principales y las curvaturas principales en P.

(e) Hallar las direcciones asintéticas en P.

Soluciodn.

Se tiene:
Fu(u,v) - 7y (u,v) = 1+ 4u?,
U

T (U, v) - Ty (u,v) = —4duw,

{ T (u,v) = (1, 0, —2u),
Fo(u,v) - 7y (u,v) = 1 + 402

7o(u,v) = (0, 1, 2v),

La matriz de la primera forma fundamental de la superficie en un punto arbitrario de la superficie
es:
(144w —duw
I(u,v) = < —duv 1+ 402 > ’

Se tiene:
Ty (u,v) X 7y (u,v) = (2u, —2v, 1), .
N(u,v) = e (20, —20,1), Pu (s 0) - N(u,0) = = s,
Ty u(u,v) = (0, 0, —2), y Fuv(u, v) - N(u,v) =0,
= _ S Y _ 2
Cuv(u,'w - (0’ 0, 0)7 Tm’(u’U) ’ N(u’v) T Vitdui o
Tyo(u,v) = (0, 0, 2),

La matriz de la segunda forma fundamental de la superficie en un punto arbitrario de la superficie
es:

2
I (u,v) = VT (2) .
’ 0 V1+4u? 4402

Todos los puntos de la superficie son hiperbdélicos pues det(II(u, v)) < 0 para todo (u,v).
En P =#(0,0), la matriz de la aplicacién de Weingarten es:

A= —1(0,0)"11(0,0)

__(1 o>‘1<—2 0)_(2 0 )

0 1 0 2 0o -2 /)

El punto P es un punto hiperbdlico.

Las direcciones principales en P son: (1,0) y (0,1) (que se corresponden con las direcciones de las
lineas coordenadas; esto es, 7,(0,0) y 7,(0,0)).

Las curvaturas principales en P son: k1 = —2y ko = 2.

Como la curvatura normal en las direcciones asintéticas es cero, por el teorema de Euler se tiene que
una direccién cos(a)(1,0) + sin(«)(0, 1) es asintética si satisface:

0= —2cos’a + 2sin® @ = —2(cos® a — sin” a)

= —2(cosa + sina)(cos a — sin ),

esto es, si a = 7. Las direcciones asintéticas de S en P son:

(G3) v (G 3):



