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1. (2.5 puntos) Sea C una curva parametrizada y P = (1,1,2) un punto de C. Sabiendo
que el vector tangente en P es T'(0) = \%(1, 1,0) y el vector normal unitario es N(0) =

%(—1,1,0).

(a) (0.5 punto) Halle el vector binormal en P.
(b) (1 punto) Obtenga las ecuaciones paramétricas de la recta binormal en P.

(c) (1 punto) Obtenga la ecuacién cartesiana del plano rectificante en P.

Solucion.

a El vector binormal es:

A AL
B(0) = T(0) x N(0) = %% ?5 0l=35] 1 1 0]=(0.01).
~% 75 0 -1 10

b Las ecuaciones paramétricas de la recta binormal en P son:

rz=1
y=1 conteR
z=241

¢ La ecuacion cartesiana del plano rectificante en P es:

(r-Ly-12-2)55(-1,10)=0<=2-y=0.

2. (1 punto) Obtenga una parametrizacién de la curva interseccién del paraboloide hiper-
bélico de ecuacién z = xy y el cilindro hiperbélico de ecuacién 22 — y? = 1.

Solucién. Una parametrizacion de la curva dada es:

r(t) = (cosh(t), senh(t), senh(t)cosh(t)), t¢&R.
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3. (6.5 puntos) Se considera la curva C con parametrizacién
at) = (t —sen(t), t, 1 —cos(t)), tel0,6n].

(a) (0.5 punto) Plantee la integral que habria que calcular para obtener la longitud de la
curva.

0.5 punto) Defina punto singular y estudie si hay algin punto singular.

0.5 punto) ;Es « la parametrizacién por la longitud de arco? Justifique la respuesta.

) (
) (
d) (2 puntos) Halle las funciones torsién y curvatura.
) (0.5 punto) ;Es la curva C una hélice? Justifique la respuesta.
) (

0.5 punto) ;Hay algun valor de ¢ en el que la curvatura se anule? Justifique la
respuesta.

(g) (0.5 punto) ;Es la curva C plana? Justifique la respuesta.

(h) (1.5 puntos) Halle las ecuaciones paramétricas de la circunferencia osculatriz en el
punto P = (0,0,0).

Solucién.

(a) La longitud de la curva viene dada por la siguiente integral:
6m 6m
L = / ||&'(t)H dt = / |(1 — cos(t), 1, sen(t))| dt
0 0
6m
— / \/(1 — cos(t))? + 1 + sen(t)2dt
0
61
= / V3 — 2cos(t)dt
0

(b) Un punto P = a(ty) de una curva parametrizada se dice singular si @ (¢;) = 0. La
curva «(t) no tiene puntos singular pues no hay ningin valor del pardmetro ¢ para
el cual @' (t) = (1 — cos(t), 1, sen(t)) se anule.

(c¢) La parametrizacién «(t) no es la natural (6 parametrizacién por la longitud de arco)
pues el vector @ (t) no tiene médulo constante igual a 1.

(d) Se tiene:
a'(t) = (1—cos(t), 1, sen(t)),
a'(t) = (sen(t), 0, cos(t)),
@’”’(t) = (COS(t), 0, — sen(t)),

a(t)yna"(t) = | 1—cos(t) 1 sen(t)
sen(t) 0 cos(t)
= (cos(t), 1 —cos(t), —sen(t)),
@0, (0] = (@O W) a0
= cos(t)* +sen(t)? = 1.
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(e)

La funciones curvatura y torsién son:

H&,(w A &”(t)” _ /2 — 2cos(t) + cos(t)?
H&,(t)HS (3 -2 cos.(zf))?)/2
@080, 8" (0] _ |
@' () Aad"@)|]F 2 2cos(t) + cos(t)?

k(t) =

I

7(1)

Como

k(1)
—= no es constante
7(t)

sabemos, por el teorema de Lancret, que la curva no es una hélice.

Veamos para qué valores de ¢ el numerador de la curvatura se anula; esto es, para
qué valores de t 2 — 2 cos(t) + cos(t)* = 0.

Primer camino: Teniendo en cuenta —1 < cos(t) < 1 se verifica que:
2 — 2cos(t) + cos(t)? = 2 + cos(t) (cos(t) — 2)

y, por tanto, 1 < 2 — 2cos(t) + cos(t)* < 5.
Segundo camino: Tomando = = cos(t) queremos ver para qué valores de x se
anula la ecuacién 2 — 2z + 22 = 0. Se tiene:

24+ 4-38
==

x ¢ R

Por tanto, como la ecuacién 2 — 2z + 22 = 0 no tiene raices relaes, no hay valores
de t para los cuales 2 — 2 cos(t) + cos(t)? = 0 y la curvatura no se anula en ningtin
punto.

La curva C no es plana ya que la torsién no se anula idénticamente.

Para hallar unas ecuaciones paramétricas de la circunferencia osculatriz en el punto
P = (0,0,0) calculamos primero el centro y el radio de la circunferencia osculatriz
en P. Se tiene:

P o= a0),
@) = (0, 1,0,
a0y = (0,0, 1),
k(0) = +/2—2cos(0) + cos(0)2 =1,
t0) = (0, 1, 0),
- a'(0) Aa"(0)
n(0) = (0,0, 1).

Por tanto, el radio de la circunferencia osculatriz en P es

1

p(0) :wzl.
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El centro de la circunferencia osculatriz en P es el punto:
Z =P+ p(0)i(0)=(0, 0, 1).
Una parametrizacion de la circunferencia osculatriz en P es:

r(t) = Z+ p(0) (cos(t)ii(0) + sen(t)#(0))
= (0, 0, 1)+ cos(t) (0, 0, 1)+ sen(t) (0, 1, 0)
= (0, sen(t), 1+ cos(t)).



