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1. Se considera la super�cie S parametrizada por

r(u; v) =
�
u+ v; u2 � v2; v

�
; (u; v) 2 R� R:

Se pide:

(a) Indicar, sin resolver, la integral que representa el áera de la región de la super�cie
dada imagen de [�1; 1]� [�1; 1] mediante la parametrización r(u; v).
Solución. Se tiene: �

ru(u; v) = (1; 2u; 0) ;
rv(u; v) = (1;�2v; 1) ;

ru(u; v)� rv(u; v) = det

0@ i j k
1 2u 0
1 �2v 1

1A = (2u;�1;�2u� 2v) ;

kru(u; v)� rv(u; v)k =
p
4u2 + 1 + (2u+ 2v)2:

Por tanto, el área pedida es

A =

Z 1

�1

Z 1

�1

p
4u2 + 1 + (2u+ 2v)2dudv:

(b) En qué puntos de la curva r(1; v) las curvas coordenadas son ortogonales.
Solución. Las líneas coordenadas son ortogonales cuando F (u; v) = ru(u; v) �
rv(u; v) = 0. Sobre los puntos de la curva r(1; v) se tiene:�

ru(1; v) = (1; 2; 0) ;
rv(1; v) = (1;�2v; 1) ;

F (1; v) = ru(1; v) � rv(1; v)
= 1� 4v:

Por tanto, las líneas coordenadas son ortogonales cuando v = 1=4; esto es, en el
punto r (1; 1=4) = (5=4; 15=16; v1=4).

(c) Clasi�car el punto P = (2;�4; 2) de la super�cie y hallar las direcciones asintóticas
de la super�cie en el punto P , si existen. Justi�car la respuesta.
Solución. Se tiene: P = r(0; 2) y8<:

ruu(u; v) = (0; 2; 0)
ruv(u; v) = (0; 0; 0)
rvv(u; v) = (0;�2; 0)

=)

8<:
ruu(0; 2) = (0; 2; 0)
ruv(0; 2) = (0; 0; 0)
rvv(0; 2) = (0;�2; 0)

ru(0; 2)� rv(0; 2) = (0;�1;�4) ;
kru(0; 2)� rv(0; 2)k =

p
17;

~N(1; 0) =

�
0;� 1p

17
;� 4p

17

�
:
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Por tanto, 8><>:
L(0; 2) = ruu(0; 2) � ~N(0; 2) = � 2p

17

M(0; 2) = ruv(0; 2) � ~N(0; 2) = 0
N(0; 2) = rvv(0; 2) � ~N(0; 2) = 2p

17

La matriz de la segunda forma fundamental en el punto P es:

IIP =

 
� 2p

17
0

0 2p
17

!
det(IIP ) < 0

El punto P es hiperbólico y, por tanto, hay dos direcciones asintóticas: (h; k) en el
plano tangente a la super�cie en P . Se tiene:

0 = (h; k)

 
� 2p

17
0

0 2p
17

!�
h
k

�
= � 1p

17

�
2h2 � 2k2

�
= � 2p

17
(h� k) (h+ k) :

Por tanto, las dos direcciones asintóticas son:�
1p
2
; 1p

2

�
= 1p

3
ru(0; 2) +

1p
2
rv(0; 2)�

1p
2
;� 1p

2

�
= 1p

3
ru(0; 2)� 1p

2
rv(0; 2)

(d) Hallar la curvatura de Gauss en el punto P .
Solución. La curvatura de Gauss en el punto P = r(0; 2) satisface:

�G(0; 2) =
det(IIP )

det(IP )

donde IP (resp. IIP ) es la matriz de la primera (resp. segunda) forma fundamental
en el punto P . Como

�
ru(0; 2) = (1; 0; 0) ;
rv(0; 2) = (1;�4; 1) ;

=)

8<:
E(0; 2) = ru(0; 2) � ru(0; 2) = 1
F (0; 2) = ru(0; 2) � rv(0; 2) = 1
G(0; 2) = rv(0; 2) � rv(0; 2) = 18

IP =

�
1 1
1 18

�
; IIP =

 
� 2p

17
0

0 2p
17

!
Por tanto,

�G(0; 2) =
det(IIP )

det(IP )
=
� 4
17

17
= � 4

(17)2
:
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(e) Hallar la curvatura media en el punto P .
Solución. La curvatura media en el punto P = r(0; 2) satisface:

�m(0; 2) =
1

2

E(0; 2)N(0; 2) +G(0; 2)L(0; 2)� 2F (0; 2)M(0; 2)
det(IP )

=
1

2

���� E(0; 2) M(0; 2)
F (0; 2) N(0; 2)

����+ ���� L(0; 2) F (0; 2)
M(0; 2) G(0; 2)

����
det(IP )

=
1

34

����� 1 0
1 2p

17

����+ ���� � 2p
17

1

0 18

�����
=

1

34

�
2p
17
� 36p

17

�
=
�1p
17
:
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2. Inspirados en la obra de E. Dieste, se propone como fachada la super�cie reglada cuyas
generatrices, paralelas al plano x = 0, se apoyan en la curva:

�(u) = (u; cos(u); 5) ; u 2 [0; 10�];

y la recta y = 1, z = 0. Se pide:

(a) Obtener una parametrización de dicha super�cie.
Solución. Una parametrización de la recta dada es:

�(v) = (v; 1; 0) ; u 2 R:

Consideramos todos los vectores que unen puntos de la curva �(u) con puntos de la
curva �(v):

������!
�(u)�(v) =

���!
O�(v)�

����!
O�(u)

= (v; 1; 0)� (u; cos(u); 5)
= (v � u; 1� cos(u);�5) :

Como queremos que las rectas sean paralelas al plano x = 0, tomamos: v = u por
tanto, consideramos las rectas con vector director:

~w(u) =
������!
�(u)�(u) = (0; 1� cos(u);�5) :

Una prametrización de la super�cie es:

r(u; v) = �(u) + v ~w(u)

= (u; cos(u); 5) + v (0; 1� cos(u);�5)
= (u; cos(u) + v � v cos(u); 5� 5v) ; u 2 [0; 10�]; v 2 [0; 1]:

(b) ¿Es una super�cie alabeada? Clasi�car sus puntos.
Solución. El parámetro de distribución es:

p(u) = [�0(u); ~w(u); ~w0(u)]

= det

0@ 1 � sin(u) 0
0 1� cos(u) �5
0 sin(u) 0

1A
= 5 sin(u):

Por tanto, la super�cie es no desarrollable (alabeada). Se tiene:

p(u) = 5 sin(u) = 0 cuando u = k�; con 0 � k � 10, k 2 Z.

Por tanto, los puntos de las rectas r(k�; v) con 0 � k � 10, k 2 Z son parabólicos y
el resto de puntos de la super�cie son hiperbólicos.

(c) Indicar si existen generatrices de puntos parabólicos.
Solución. Las curvas r(k�; v), v 2 [0; 1], con 0 � k � 10, k 2 Z son las únicas
generatrices de puntos parabólicos.

(d) Determinar la generatriz que contiene al punto r(3�; 0).
Solución. La generatriz que contiene al punto r(3�; 0) es la recta r(3�; v), v 2 [0; 1].
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3. Sabiendo que las matrices de la primera y segunda forma fundamental de una super�cie
con parametrización r(u; v), u 2 (0; 2�) son:

I(u; v) =

�
1 0

0 (2 + cos(u))2

�
y II(u; v) =

�
1 0
0 cos(u) (2 + cos(u))

�
:

Indicar si son verdaderas o falsas las siguientes a�rmaciones y justi�car las respuestas.

(a) Las líneas coordenadas r(�; v) y r(u; 0) se cortan ortogonalmente en el punto r(�; 0).
Verdadero. Como F (u; v) = 0 todas las líneas coordenaas se cortan ortogonalmente
en el punto de intersección.

(b) Todos los puntos de la super�cie son elípticos.
Falso. Se tiene: det(II(u; v)) = cos(u) (2 + cos(u)), por tanto, para valores de
u 2 (�=2; 3�=2) se tiene:

det(II(u; v)) = cos(u) (2 + cos(u)) < 0, u 2
�
�

2
;
3�

2

�
;

det(II(u; v)) = cos(u) (2 + cos(u)) = 0, u =
�

2
;
3�

2
;

det(II(u; v)) = cos(u) (2 + cos(u)) > 0, u 2
�
0;
�

2

�
[
�
3�

2
; 2�

�
:

(c) La dirección dada por el vector ru es una dirección asintótica.
Falso. La dirección del vector ru es la dirección (1; 0) en la base fru; rvg del plano
tangente a la super�cie. se tiene:

�n((1; 0)) =

(1; 0)

�
1 0
0 cos(u) (2 + cos(u))

��
1
0

�
(1; 0)

�
1 0

0 (2 + cos(u))2

��
1
0

� = 1 6= 0:

(d) El punto r(�; 0) es un punto elíptico.
Falso. El punto r(�; 0) es un punto hiperbólico pues:

det(II(�; 0)) = cos(�) (2 + cos(�)) = �1 < 0:


