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1. Se considera la superficie S parametrizada por

3 2 2
r(u,v) = (u,UTM,v), (u,v) € R x R,

y el punto P = (1, %, 0) de la misma. Se pide:

(a) Indicar, sin resolver, la integral que representa el dera de la regién de la superficie
dada imagen de [—1,1] x [—1, 1] mediante la parametrizacion r(u, v).

{ ro(u,v) = (1,2,0)

Solucidén. Se tiene:

ro(u,v) = (0,2v,1)

gk 9
ro(u,v) X ry(u,v) = det [ 1 2 0 | = <?,—1,2v> ,
0 2v 1
4u?
||TU(U7U) X T’U<U,U)|| - ? + 1 + 4U2.

Por tanto, el drea pedida es

1 1 42
A:/ / = + 1+ dv2dudv.
)V

(b) Clasificar el punto P de la superficie y hallar las direcciones asintéticas de la superficie
en el punto P, si existen. Justificar la respuesta.

Solucién. Se tiene: P =r(1,0)y

— 1 0) —
rw(u,v) =(0,0,0) = Tw(1,0) = (0,0,0)
0,2,0) 1,0) 0,2,0)

ga

4 13
WL0) X7 (1,0)] = 4=+ 1=4/2
Ir1,0) x ro(L.O)] Loyt

Por tanto,
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La matriz de la segunda forma fundamental en el punto P es:

—_2 0
IIp = oﬁ 6
Vi3

det(lfp) > 0

w

El punto P es eliptico y, por tanto, no hay direcciones asintéticas en P.

(c) Hallar la curvatura normal de la superficie dada en el punto P en la direccién r,, +1,.
Solucién. Se tiene:

{ r.(1,0) = (1,2,0)

7,(1,0) = (0,0,1)

Por tanto,
E(1,0) = r4(1,0) - r,(1,0) = 2
F(1,0) = 7,(1,0) - r,(1,0) = 0
G(1,0) =7,(1,0) - r,(1,0) =1

La matriz de la primera forma fundamental en el punto P es:

B0
—(
()

La curvatura normal en P en la direccién del vector r, +r, = (1,1) es:

))(1,1><0%; 03%>1<1)%213§\/ﬁ
Wi

143
(d) Hallar los valores méximo y minimo de la cruvatura normal en el punto P.

rn((1,1

Solucién. Los valores maximo y minimo de la cruvatura normal en el punto P son
las curvaturas principales en P y son los autovalores de la siguiente matriz:

13 -1 _ 2 18
= (9 Y i 0 ) —wevis 0
p 0 1 0 —%3 0 — 513

Por tanto, los valores méximo y minimo de la curvatura normal en P son:

18
- /13
& 169"

6
= ——V13.
K9 13 3
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2. Se considera la superficie reglada S fromada por las rectas que se apoyan en la curva
a(t) = (tcos(t), tsin(t),t), te€ (0,4n),
y contienen al punto @ = (0,0, —6). se pide:

(a) Parametrizar la superficie S utilizando como directriz la curva a(t).

Solucion. Se tiene:

(60 = alt)+Aa()Q = alt) + A (Q — a(t))

= (tcos(t),tsin(t),t) + A (—tcos(t),—tsin(t),—6 —t), t€ (0,4mw), A € [0,1].

(b) Clasificar la superficie reglada del enunciado. Clasificar todos los puntos de la su-
perficie.
Solucién. Para este apartado voy a considerar otra parametrizacién de la superficie
en la que considero el punto () como curva directriz:

(BN = Q+Qa(t) = Q+A(alt) - Q)
= (0,0,—6) + A (tcos(t),tsin(t),t +6), te(0,47), A€ ][0,1].

Se tiene: Q' = 0 por tanto el paramétro de distribuciéon es idénticamente nulo y la
superficie es de tipo CONO. Todos los puntos de la superficie son parabdlicos.

(c) Parametrizar la generatriz que contiene al punto (—,0, ).
Solucién. La generatriz que contiene al punto P = (—m, 0, 7) también contiene al

punto @ = (0,0, —6) por tanto es la recta que contiene a ambos puntos y se puede
parametrizar como sigue:

a(\) =P+ \PQ = (—7,0,7) + A(r,0,—7 —6), AER.

Otra solucién: Con la parametrizacién del apartado (b) el punto (—m,0,7) se
alcanza para los valores A = 1 y t = m. Por tanto, la generatriz pedida es:

r(m,A) =(0,0,—6) + A (—7,0, 7 +6), AeR

(d) Hallar el plano tangente a cada uno de los puntos de la generatriz que contiene al
punto (—m,0, 7).
Solucién. Como a lo largo de una generatriz de una superficie tipo cono el plano
tangente no varfa, podemos calcular directamente el plano tangente a la superficie
en el punto (—m,0, 7). La direccién ortogonal al plano tangente en el punto dado es
(uso la parametrizacién el apartado (b)).

re(t, A) = X (cos(t) — tsin(t), sin(t) + t cos(t), 1) r(m 1) = (—-1,—7,1)
{ ra(t, ) = (tcos(t), tsin(t),t + 6) — { ry(m,1) = (—7,0,7 + 6)

La ecuacién del plano tangente es:

r+m Yy zZz—7
-1 -7 1 = 6y — (7r2+67r)x—7r2z—6772:0.
-7 0 7+6
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3. Se considera la superficie de revolucién con parametrizacion

r(t,0) = (g(t) cos(d), g(t)sin(0),t), 6 €0,2m),t >0,

donde ¢(t) es una funcién positiva, continua y derivable. Se pide:

(a)

Matriz asociada a la primera forma fundamental en un punto genérico de la super-
ficie.

Solucidén. Se tiene:

{ 160 = OOy 0mi0) 1) e
Te(ta 0) = (_g( )Sln< ),g(lf) COS( )>0)7 G(t,e _

por tanto, la matriz pedida es:

El dngulo que forman las lineas coordenadas en un punto genérico de la superficie.
Solucién. Como F(t,0) = 0, el dngulo que forman las lineas coordenadas en un
punto genérico de la superficie es 7.

Hallar las curvas coordenadas indicando si algunas de ellas son circunferencias. En
tal caso, hallad los centros y los radios de cada una de ellas y los respectivos planos
que las contienen.

Solucioén. Las curvas coordenadas son:

r(t,00) = (g(t)cos(by),g(t)sin(by),t), t >0,
r(to,0) = (g(to)cos(0),g(to)sin(0),te), 6 € [0,2m).

Para cada t = t, fijo la curva r (g, #) es una circunferencia de centro el punto (0, 0, ¢y),
radio g(to), contenida en el plano z = .



