Dpto. Matematica Aplicada .
E.T.S. Arquitectura, U.P.M. Curvas y Superficies

HOJA DE PROBLEMAS: SUPERFICIES REGLADAS

1 Parametrizaciéon de superficies regladas

Parametrizar las siguientes superficies regladas:

1. Superficie reglada formada por los segmentos que se apoyan en la curva con parame-
trizacion: «a;(u) = (3,u,1 +sen(u)), —27 < u < 27, y en la recta con parametrizacion
as(u) = (—1,u,3), =27 < u < 27.
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2. El helicoide es la superficie reglada por los segmentos que se apoyan en una hélice y en
el eje de la misma. Parametrizar el helicoide formado por los segmentos que se apoyan en
la hélice con parametrizacion: a;(u) = (2cos(u),2sen(u),u), 0 < u < 47, y en la recta
con parametrizacion: as(u) = (0,0,u), 0 < u < 4.
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3. El paraboloide hiperbdlico es la superficie reglada por los segmentos que se apoyan
en dos segmentos no paralelos. Parametrizar el paraboloide hiperbélico formado por los
segmentos que unen los puntos de los segmentos RS y P, como muestra el dibujo, siendo
P=(-1,1,0),Q=(1,1,3), R=(-1,-1,3) y S = (1,-1,0).

Ejemplo: Pabell6n Phillips de la Exposicién Universal de Bruselas de 1958, disenado por
Le Corbusier e Iannis Xenaxis en el que destaca el paraboloide hiperbdlico de la cubierta.

4. Superficie reglada cuya directriz es una circunferencia, por ejemplo, la circunferencia
parametrizada: a(u) = (cos(u), sen(u), 0), 0 < u < 27, y tal que el vector director w(u)
de la generatriz en cada punto de la circunferencia es un vector contenido en el plano
rectificante de la curva en el punto o(u). Por tanto, w(u) es combinacion lineal del vector
tangente y el vector binormal a la curva en a(u); esto es,

w(u) = cos(B)i{u) + sen(3)b(u), con 3 € <0, g) :

Noétese que se excluyen los siguientes casos:

e 3 =0, la recta es la recta tangente y en ese caso la superficie serfa un plano.

e 3 = m/2 la recta es la recta binormal y en este caso la superficie serfa un cilindro
circular.



Dpto.

10.

11.

12.

13.

Matematica Aplicada. Curvas y Superficies.

. Superficie generada por los segmentos que se apoyan en la curva parametrizada a;(u) =

(u,sen(u),0), =27 < u < 2w, y en el segmento: y =0, z =5, =27 <z < 27.

. Superficie reglada con curva directriz la curva de ecuaciones cartesianas z = 4, 2> +y? = 9

y cuyas generatrices contienen al punto (0,0, 0).

Superficie generada por las rectas tangentes a la curva parametrizada o(u) = (e*, e™", u),
u € [—2,2].

Superficie generada por las rectas perpendiculares al plano x + y + z = 1 que se apoyan
en la curva a(u) = (cos?(u), sen®(u), u), u € [0, 27].

Superficie generada por las rectas que se apoyan en la curva de ecuaciones: 4x%+2y? = 3,
z = 0 y paralelas a la recta de ecuaciones x +y+ 2 =1, x — 2y = 0.

Superficie generada por los segmentos contenidos en el haz de planos que contiene al eje
OZ y que se apoyan en las curvas:

2

Cl = {%4—%:1,2:0},
Cy, = {x2+y2:1,z:20}.

Superficie generada por los segmentos que se apoyan en las curvas:

c, = {x2—|—y2:1, z:O},
Cs {#*+y* =1, =4},

y que son paralelos a la recta de ecuaciones x = 0, y = 0.

Superficie generada por los segmentos paralelos al plano x = 0 y que se apoyan en las
curvas:

C, = {xz—i—yz:l,z:O},
Cy = {z=2+2, y=0}.

Superficie generada por los segmentos paralelos al plano z = 0 y que se apoyan en las
curvas situadas en el primer octante:

C, = {(m,y,z):x2+z2:1,y20}
Cy = {(x,y,z):y2+22:1,x20}.
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Clasificacion y andlisis de superficies regladas

. Estudiar si son desarrollables las superficies del ejercicio de la seccién anterior.

. Interpolacién bilineal. Se consideran los puntos ¢y = (0,0,0),c; = (1,0,0), co =

(0,1,0) y c3 = (1,1, a), y los segmentos ¢oc; y ¢ac3. Se pide:
(a) Parametrizar la superficie formada por los segmentos que se apoyan en los segmentos
CoC1 Y CaCs.
(b) Dibujar la superficie reglada obtenida.

(c) Estudiar para qué valores del pardmetro a la superficie es desarrollable y determinar
la superficie obtenida para dichos valores de a.

Nota: El comando Surface from four points de Grasshopper realiza la construccién
anterior.

. Se considera la elipse interseccién del plano z = 0 con el cilindro eliptico de ecuacién

. 2 2 .
cartesiana: 7 + % = 1. Se pide:

(a) Dar una parametrizacion c¢(u) de la elipse del enunciado.

(b) Obtener una parametrizaciéon d(u) de la elipse obtenida al rotar la elipse c¢(u) un
angulo « y trasladarla después en la direccién del vector (0,0, 5).

(c) Obtener una parametrizaciéon de la superficie reglada formada por rectas que se
apoyan en las elipses de los apartados (a) y (b).

(d) Dibujar la superficie reglada obtenida.
(e) Estudiar para qué valor del éngulo « la superficie reglada obtenida es desarrollable.

(f) Para a = 7, estudiar si hay alguna generatriz a lo largo de la cual el plano tangente
a la superficie es constante.

Nota: La superficie obtenida modeliza una de las esculturas de Richard Serra de la
coleccién permanente del Museo Guggenheim.

. Se consideran los siguientes arcos de circunferencia:

ca(u) = (cos(au), sen(au), 2), u € [0,%],
d(u) = (cos(u), sen(u), 0), u € [0, 5]
Se pide:
(a) Obtener una parametrizacién de la superficie reglada formada por rectas que se
apoyan en dichos arcos de circunferencia.

(b) Dibujar la superficie reglada obtenida.

(c) Estudiar para qué valor del pardmetro a la superficie reglada obtenida es desarrol-
lable y analizar la superficie obtenida para dichos valores de a.

(d) Para a = 2, estudiar si hay alguna generatriz a lo largo de la cual el plano tangente
a la superficie es constante.
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5. Se considera la superficie del ejercicio 4 de la seccién 1. Se pide:

(a) Comprobar que se obtiene la misma superficie si se considera que el vector w(u)
forma dngulo m — [ con el vector tangente a la curva directriz.

(b) Para 3 = /4, comprobar que la superficie reglada satisface la ecuacion: x?+y*—2% =

1.
(c) Para 5 = m/4, obtener la linea de estriccion.
(d) Para 8 = /4, obtener la generatriz que contiene al punto P = (1,0,0).

(e) Para 5 = /4, calcular la curvatura total (o de Gauss) en los puntos de la recta del
apartado anterior.

6. Paraguas de Whitney es la superficie parametrizada:
r(u,v) = (w, v, u?), ue[-1,1], ve[-1,1].
Se pide:

(a) Representar grificamente (con MAPLE o Grasshopper) dicha superficie.

(b) Estudiar si la superficie es alabeada o desarrollable.
7. Conoide de Pliicker es la superficie parametrizada como sigue:
ro(u,v) = (veos(u), vsen(u), cos(nu)), u € [0,27n], v € [-1,1],
siendo n un nimero natural. Se pide:

(a) Representar grificamente (con MAPLE o Grasshopper) dicha superficie para los
valoresn =1, n=2yn=4.

(b) Estudiar si la superficie es alabeada o desarrollable.

8. Se considera la superficie generada por rectas contenidas en planos x +y = a, a € R, que
se apoyan en la curva y? = 23, x = 0 y en el eje OX. Se pide:
(a) Obtener una representacién parametrica de la superficie.

(b) Clasificar los puntos de la superficie y determinar las generatrices de puntos parabdli-
cos de la misma.

(c) Comprobar si en la parametrizacion obtenida la directriz coincide con la linea de

estriccién.
(d) Parametrizar la superficie de manera que la curva directriz sea la linea de estriccién.
. . . /111
(e) Ecuacién de la generatriz que contiene al punto P = (3, 5, 3)-

Las curvaturas principales en P.

Las direcciones coordenadas, direcciones principales y direcciones asintéticas en P.



Dpto. Matemdtica Aplicada. Curvas y Superficies.

9. Se considera la superficie parametrizada
r(u,v) = (u+v,u2+v,v), —-1<u<l, 0<v<2
Se pide:

a) Estudiar si la superficie es alabeada o desarrollable.

(a)
(b) Ecuacién del plano tangente en los puntos de la curva r(0,v), 0 < v < 2.
(c¢) Curvaturas principales en un punto arbitrario de la superficie.

)

(d) Direcciones coordenadas, direcciones principales y direcciones asintéticas en un punto
arbitrario de la superficie.
10. Sea la superficie engendrada por las normales principales a la hélice

v(u) = (2cos(u), 2sen(u), u), 0<wu <27,

Obtener una representacion paramétrica regular de dicha superficie.

—
o

Estudiar si es desarrollable o alabeada.

—
@]

Obtener, en su caso, su arista de retroceso o linea de estriccion.
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Hallar los puntos de la generatriz que contiene al punto P = (0,2, 7) y en los que el
plano tangente es horizontal.

(e) Obtener las direcciones principales en P.

(f) Comprobar que la ecuacién ¥ = tan z, es una representacién cartesiana de la super-
ficie.

11. Se considera la superficie parametrizada:
r(u,v) = (1 —v)c(u) +vd(u), velo,1],
donde c(u) y d(u) son las curvas parametrizadas:

c(u) = (0, cos(u), sen(u)), wue€[0,7/2],
d(u) = (1+cos(2u), sen(2u), 0), wu € [0,7/2].

Se pide:
a
b

¢
d

Representar graficamente (con MAPLE o Grasshopper) dicha superficie.

—~ o~

Clasificar los puntos de la superficie.

—~

Estudiar si la superficie es alabeada o desarrollable.

)
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Obtener las direcciones coordenadas, de curvatura principal y asintéticas en el punto
P = (0,1,0) expreséandolas como vectores de R3.

(e) Calcular las curvaturas principales en P.

(f) Hallar la familia de direcciones asintéticas no rectilineas de la superficie.



