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Arquitectura Curvas y superficies. Curso 2017/18. Examen enero
APELLIDOS. ..ot Grupo...............
NOMBRE......co i Expoieeennnnnn.n.

Duracién del examen: 2 horas y media.
No se pernmite el uso de calculadora.

1. (3 puntos) Se considera la curva C con parametrizacién
alt)=(t, ', ™), tel-1,1],
y el punto P = (0,1, 1) de la curva. Se pide:

(a) (0,5 puntos) Ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva en P. Determi-
nar el valor del pardmetro a para el cual la recta tangente a la curva en el punto P
estd contenida en el plano z = 1.

Se tiene:
P = a(0)=(0,1,1),
o) = (1, €, ae™),
a'(0) = (1, 1, a).

Por tanto, las ecuaciones paramétricas de la recta tangente a la curva en P son:

T =1,
y=1+1, teR
z =1+ at,

Para a = 0 la recta tangente estd contenida en el plano z = 1.

(b) (1 punto) Para a = 1, determinar la curvatura en P.

La curvatura en P = «(0) viene dada por la siguiente expresion:

o @ na"©)]
O="worF

Para a = 1, se tiene:

o) = (1, €, ae™),
o'ty = (0, €, a’e™),
a'(0) = (1, 1, 1),
a"(0) = (0, 1, 1),

luego
ad(0)A"(0) = (0, —1, 1),

la’(0) A 0" (0)]

lo(O) ]

IS

y, por tanto, x(0) =
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(1 punto) Definir circunferencia osculatriz de una curva en un punto de la misma.

Para a = 1, determinar: el centro, radio y unas ecuaciones paramétricas de la
circunferencia osculatriz de la curva en P.
Se tiene:
P = «a(0)=(0,1,1)

o(0) = (1,1, 1),

a”(0) = (0, 1, 1),

HO) = (11, 1),

b(0) = nafﬁ8§23~5 gn =750 -1 1),

n(0) = b(0)A (O):ﬁf( 2, 1, 1),

R(0) = 2.

Por tanto, el radio de la circunferencia osculatriz en P es: p (0) =

56

El centro es:

Z = P+p(0)n(0)
_ 3xf 1
- (0’ 1, 1)+§(_27 1’ 1) = (_3’ ga g)

Y una parametrizacién de la circunferencia osculatriz en P es:

r(t) Z 4+ p(0) (cos(t)n (0) + sen(t)t (0))

sen(t)) )

= (-3, 2, 9+ 3f (cos(t) \/glﬂ (=2, 1, 1) + s.en(t)\/ig (1, 1, 1))
= (—3 — 3cos(t) + \% sen(t), 2 4 3 cos(t) + sen(t), 2+ 3cos(t) + \%
t € [0,27].

(0.5 puntos) Determinar los valores del pardmetro a para los cuales la curva es plana.
La funcién torsion de la curva viene dada por la expresién:

(1) = [/ (t), a”(t), & (t)]

lo(£) A ()]

La curva es plana si y sélo si 7(¢) es idénticamente nula; esto es, si y sélo si
[/ (t), o (t), &’ (t)] = 0 para todo valor de t.

Se tiene:
o (t) (1, el ae“t),
a'(t) = (0, e, a2e“t),
Oé”/(t) — (0’ et’ a3€at)’
luego,
1 e ae®
[(t), (), "(t)] = |0 e a%e™
0 e ade
= d®(a—1)el+

Por tanto, la curva es plana si y sélosia =06 a = 1.
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2. (5 puntos) Se considera la superficie S con parametrizaciéon
r(u,v) = (cos(u), sen(u)+v% v), u€[-m x|, ve[-1,2].
Se pide:
(a) (0,5 puntos) La matriz de la primera forma fundamental de S en un punto genérico.

ru(u,v) = (—sen(u), cos(u), 0),
ro(u,v) = (0, 2v, 1),

I B 1 2v cos(u)
rwv) T\ 2ucos(u) 14 402

(b) (0,5 puntos) Obtener los puntos de la superficie en los que las lineas coordenadas son
ortogonalmente.

Como F(u,v) = 2vcos(u), para los valores v = 0y u = —%,%, F(u,v) = 0. Por
tanto, las lineas corrdenadas son ortogonales en los puntos de las siguientes cuvas:

r(u,0) = (cos(u), sen(u), 0), wu € [0,2n],
r(iv) = (0, 1+% v), vel-1,2],

r(—%,v) = (0, —14+% v), ve[-1,2.

(c) (0,5 puntos) Calcular el coseno del dngulo que forman las curvas: y(t) = r(¢,1) y
B(t) =r(t —1,t*) en el punto P = (1,1,1).
Se tiene: P =~(0) =p5(1) =7(0,1) y

V() = 1-ru(t,1)+0-r,(t1),
B(t) = 1-ru(t, %) + 2t -1,(t, %),

por tanto,

Y(0) = r.(0,1),
B'(1) = 1-7,0,1)+2-7,(0,1).

La matriz de la primera forma fundamental en P es:

1 2
I’V‘(O,l) = ( 2 5 )

Por tanto,

cos (+/(0). (1)) = <1,o>( 2 5 )( > ) s

A
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(d) (0,5 puntos) Vector normal a la superficie en un punto genérico.

Se tiene:
ry(u,v) Ary(u,v) = (cos(u), sen(u), —2vsen(u)),
ra(u, v) Ary(u,v)|| = /14 4v2sen(u),
N (u,v) = ———=——(cos(u), sen(u), — 2vsen(u)).

v/ 1+4v2 sen2(u)

(e) (0,5 puntos) La matriz de la segunda forma fundamental S en un punto genérico.

Se tiene:
ru,0) = (~cos(u), —sen(u), 0),
TUU(U,U) - (0’ 0, 0)’
Tvv(u7v) = (0’ 2’ 0)’
y
Pun (1, 0) - N (u,0) = mj
Tuww(u,v) - N (u,v) = 0,
roo(u,v) - N (u,v) = %,
Luego

Iy = ——2 (710
r(uv) = v/ 14+4v2 sen?(u) 0 2 SGH(U) '
(f) (1 punto) Calcular la curvatura total en un punto arbitrario. Clasificar los puntos de

la superficie.
La curvatura total en un punto arbitrario es:

_det(Ilny,) —2sen(u)
kG(u’U) T det(Dou,w)) | (14402 sen2(u))?”
Por tanto,
P r(u,v) es parabélico si y sélo si u = —, 0, T,
P = r(u,v) es eliptico si y sélo si u € (—m,0),
P = r(u,v) es hiperbdlico si y sélo si u € (0, ).

(g) (1 punto) Hallar las direcciones principales en el punto P = (1,1, 1) expresadas como
vectores en R3.

En P la matriz de la segunda forma fundamental es:

-1 0
I[T(O»l):( 0 O)

Las direcciones principales (h, k) en el plano tangente a la superficie en P satisfacen:

K —hk 2
0 = 1 2 5 |<h(2h+5k)=0
-1 0 0

<— h=062h+5k=0.
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Las direcciones principales en el punto P expresadas como vectores en R? son:

ru(u,v) = (—sen(u), cos(u), 0),
(0, 2v, 1),

=<
<
—~
RS
<
~—
Il

Wy = 1,(0,1) = (0, 2, 1),
wy = 5r,(0,1) —2r,(0,1) = (0, 5, 0) — (0, 4, 2) = (0, 1, —2).

Y las curvaturas principales en P son:

() (3 )(0)

. (0,1)11»((1)) : (0,1)(; ;)(?) -
by — (5’_2)]5(_52) (5’_2)(_01 8)(—52) 95

(%) (%)

(h) (0,5 puntos) Clasificar el punto P. Definir direccién asintética y determinar las di-
recciones asintéticas en P.

El punto P es parabdlico pues una de sus curvaturas principales es cero.

Una direccién del plano tangente a la superficie en un punto P es asintética si la
curvatura en dicha direccién es nula.

En P hay una unica direccién asintotica que es la direccion del vector

@ = 1,(0,1) = (0, 2, 1).
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3. (2 puntos) Se considera la superficie S con parametrizacién:
r(u,v) = (1 —v)a(u)+vp(u), —g <u<
con a(u) = (u,0,cos(u)) y 5(u) = (u,3,sen(u)
Se pide:

(a) (0,5 puntos) {Es S una superficie reglada? Justificar la respuesta. Representar gra-
ficamente las curvas a(u) y S(u) y hacer un esbozo de la superficie.
La superficie S admite la siguiente parametrizacién como superficie reglada:

W,Ogvgl.

r(u,v) = a(u) + vw(u), —% <u< 5

. — — Y = . . .
siendo w(u) = [(u)a(u) los vectores directores de las generatrices de la superficie.

Es una superficie reglada generada por las rectas u = ug, con ug € [—73, 7]; esto es,
T

<
2_u

IA

r(ug, v) = (ugp, 0, cos(up)) + v (0, 3,sen(ug) — cos(ug)), — g

(b) (0,5 puntos) El pardmetro de distribucion.
10 —sen(u)
plu) =10 3 sen(u)—cos(u) | =3 (cos(u) + sen(u)) .
0 0 cos(u)+ sen(u)

(c) (0,5 puntos) Estudiar si la superficie es desarrollable.
Como el pardmetro de distribucién no es idénticamente nulo la superficie no es
desarrollable.

(d) (0,5 puntos) Determinar las generatrices a lo largo de las cuales el plano tangente no
varfa.
Las generatrices que satisfacen la condicién del enunciado son las de puntos parabdli-

cos; esto es, p(u) = 0. En este caso,
T

p(u) = cos(u) +sen(u) =0 <= u = e

La generatriz pedida es:

r(—%,v) = (u,3v,\/7§—\/§v), 0<v<l1.



