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Matemáticas I: Hoja 2

1. Sea V un espacio vectorial real de dimensión 3 y sea hm : V ! V el
endomor�smo que respecto de la base canónica B = f~e1; ~e2; ~e3g tiene por
expresión matricial la siguiente:0@ y1

y2
y3

1A =

0@ 1 m 1
2m 2 1
1 1 2m

1A0@ x1
x2
x3

1A :
Se pide:

(a) Calcular los valores de m para los cuales hm es automor�smo (esto
es, hm es una aplicación lineal biyectiva).

(b) Para m = �3=2, determinar las ecuaciones paramétricas y la di-
mensión de ker(hm) e Im(hm).

(c) Param = �3=2, representar en una misma grá�ca ker(hm) e Im(hm).

2. Sea f : V �! W una aplicación lineal entre espacios vectoriales reales.

(a) Demuestra que f es inyectiva si y sólo si ker(f) = f~0V g.
(b) Si la dimensión de Im(f) = dim(V ) � 2, ¿cuál es la dimensión de

ker(f)? ¿Es f un isomor�smo? Razona tu respuesta.

3. Sea f : R3 �! R4 la aplicación lineal que veri�ca

f(1; 1; 1) = (1; 0; 1; 0); f(1; 1; 0) = (3; 1; 0; 0); f(1; 0; 0) = (2; 1; 0; 0)

(a) Escribir la expresión matricial de f respecto de las bases canónicas
de R2 y R3.

(b) Obtener bases de ker(f) e Im(f).

(c) ¿Es f una aplicación inyectiva? Razona la respuesta.

(d) ¿Es f una aplicación sobreyectiva? Razona la respuesta.

4. Se consideran los espacios vectorialesM2 y R2[x] y sus respectivas bases
canónicas:

BM2 =

��
1 0
0 0

��
0 1
0 0

��
0 0
1 0

��
0 0
0 1

��
,

BR2[x] = f1; x; x2g.



ETS Arquitectura. UPM Mat I. Álgebra Lineal. 2009-2010. 2

Se de�ne la aplicación lineal f :M2 ! R2[x], m 2 R, como sigue:

f

��
1 0
1 0

��
= 2 + x+ 2x2; f

��
1 1
0 0

��
= 2 + 2x;

f

��
0 1
0 1

��
= 4 + 3x+ 6x2; f

��
0 0
0 1

��
= 4 + 2x+ 6x2:

Se pide:

(a) La expresión matricial de f respecto de las bases BM2 y BR2[x].

(b) La imagen del subespacio vectorial

S =

��
a b
c d

�
2M2 j a+ d = 0; b = 0

�
mediante f .

(c) Comprobar que B0M2
=

��
1 0
1 0

��
1 1
0 0

��
0 1
0 1

��
0 0
0 1

��
es una base deM2 y hallar la matriz de f respecto de las bases B0M2

y BR2[x].

5. En el espacio vectorial de las matricesMn�n (R) con n 2 N, se de�ne la
aplicación

h :Mn�n (R) �! Mn�n (R)

A 7�! h (A) =
A+ At

2

donde At es la matriz transpuesta de A.

(a) Probar si h es o no una aplicación lineal.

(b) Hallar el núcleo de h y la imagen de h.

6. Sea f : V ! W una aplicación lineal entre dos espacios vectoriales, de tal
forma que la dim Im (f) = dimV . ¿Puede ser f una aplicación inyectiva?,
¿sobreyectiva?, ¿sobreyectiva y no inyectiva? y ¿biyectiva? Razonar en
cada caso la respuesta.

7. Sea S2�2 (R) el espacio vectorial de las matrices de orden 2 simétricas y
sea R2[x] el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual
que 2. Se de�ne la aplicación lineal

f : S2�2 (R) �! R2[x]�
a b
b c

�
7�! c+ ax� cx2:

Se pide:
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(a) Obtener la expresión matricial de f en las bases canónicas.

(b) Hallar la dimensión del núcleo y de la imagen de f . ¿Es f inyectiva?

(c) ¿Pertenece el polinomio p (x) = x2 � 1 a la Im (f)? Razonar la
respuesta. En caso a�rmativo hallar la preimagen del polinomio p.

(d) Dado el subespacio vectorial S � S2�2 (R), engendrado por las

matrices
�
3 1
1 0

�
y
�
0 2
2 �1

�
, hallar la imagen de S.

8. Sea f : R2 �! R3 la aplicación lineal que respecto de las bases BR2 =
f�!e1 ;�!e2g y BR3 = f�!u1;�!u2;�!u3g veri�ca lo siguiente:

f(�!e1 +�!e2 ) = �!u1 +�!u2 + 2�!u3;
f(�!e1 ��!e2 ) = 3�!u1 +�!u2;

y sea g : R3 �! R3 la aplicacion lineal cuya expresión matricial en la
base canónica BR3 es0@ y1

y2
y3

1A =

0@ 1 �1 0
1 �1 2
0 0 1

1A0@ x1
x2
x3

1A :
(a) Escribe la expresión matricial de f en las bases BR2 y BR3 .

(b) Halla las ecuaciones cartesianas de Im(g).

(c) Indica la dimker g, la dim Im g y clasi�ca la aplicación g.

(d) Calcula el vector �!v = (g � f)(�!e1 +�!e2 ).
(e) Sea S el subconjunto de R3 de los vectores cuya imagen mediante

g es ~v.

i. ¿Es S un subespacio vectorial de R3? Razona la respuesta.
ii. ¿Cuántos elementos tiene S? Utiliza el teorema de Rouché-
Fröbenius para argumentar tu respuesta.

9. Sea f : V �! W una aplicación lineal. Demuestra que si el sistema de
vectores de W , ff(~v1); : : : ; f(~vn)g es linealmente independiente entonces
el sistema f~v1; : : : ; ~vng es linealmente independiente.

10. Sea f : R2 �! R3 la aplicación lineal que respecto de las bases canónicas
de R2 y de R3 tiene la siguiente expresión matricial:0@ y1

y2
y3

1A =

0@ 3 �1
5 4
1 1

1A� x1
x2

�
:
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(a) Obtener las matrices de cambio de base de B0R2 = f(1; 2); (1;�1)g
a BR2 y de BR2 a B0R2.

(b) Obtener la expresión matricial de f en las bases B0R2 y BR3 .

(c) Clasi�car f .

(d) ¿Pertenece el vector ~u1 = (4; 1; 1) a Im(f)? Razona tu respuesta.

11. Sea g un endomor�smo inyectivo de un espacio vectorial V . Determinar
el subespacio Im(g). ¿Es g una aplicación biyectiva?

12. SeaM2 el espacio vectorial de las matrices cuadradas de orden 2, sea B
la base canónica deM2 y sea B0 la base canónica de R3. Se considera la
aplicación lineal dada por:

f

��
x y
z t

��
= (x+ z; t; x+ z � t) ;

y el endomor�smo g de R3 dado por:

g(1; 1; 0) = (0; 0; 0);

g(0; 1; 1) = (1; 1; 0);

g(0; 0; 1) = (0; 1; 1):

Se pide:

(a) Obtener MBB0(f).

(b) Obtener MB0B0(g).

(c) Obtener MBB0(g � f).
(d) ¿Es g�f un inyectiva, sobreyectiva o biyectiva? Razona la respuesta.
(e) Hallar el conjunto de matrices de M2 tales que su imagen por f

es el vector (1; 2; 3) ¿Es dicho conjunto un subespacio vectorial de
M2?


