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1 Representacién analitica de curvas

Podemos pensar en una curva C' como la trayectoria que describe un punto
moviéndose en el espacio. Considerando las coordenadas cartesianas (z, y, 2)
en R3, las coordenadas del punto P de la curva vendrdn expresadas en funcién
de un parametro que podemos denotar t y que toma valores en cierto intervalo
I CR:

r=ux(t), y=yt), z==z2(t), t € I.

Esto es, la curva es el conjunto C' de puntos de R3 con coordenadas
(z(t),y(t), 2(t)), cont € I. Alaaplicacién 7: I — R3, 7(t) = (z(t), y(t), (1))
la llamaremos representacion paramétrica de la curva C.

También podemos considerar una C' como el conjunto de puntos inter-
seccién de dos superficies; esto es, la curva es el conjunto de puntos de R3
con coordenadas (z,y,z) que satisfacen dos ecuaciones: F(z,y,z) = 0y
G(z,y,z) = 0. Las ecuaciones F(z,y,z) = 0, G(z,y,z) = 0 se denominan
ecuactones implicitas o cartesianas de la curva.

Veamos algunos ejemplos sencillos de curvas con distintas representa-
ciones paramétricas e implicitas.

Ejemplos

1. Linea recta. Una linea recta en el espacio viene dada por una repre-
sentacion paramétrica de la forma:

F(t) = (CLl + tbl, ag + tbg, as + tbg) s

donde a;, b; son constantes y al menos uno de los b; # 0.

También podemos considerar la linea recta como interseccién de dos
planos. Por ejemplo, la recta de ecuaciones paramétricas

z(t) = a1 + thy, y(t) = as + thy, 2(t) = az + tbs,
se puede considerar como la interseccién de los planos 71, w9 de ecua-

ciones:
— r—a1 __ Yy—a2
{71-1— b1 by

r—ai1 __ z—as
T by —b3 .




2. Circunferencia.

Descripcion geométrica: La circunferencia es el conjunto de puntos de
un plano que equidistan de un punto dado.

La circunferencia es una curva plana pues estd contenida en un plano.
Una representacién paramétrica de la circunferencia de radio a, centro
el origen de coordenadas y contenida en el plano z = 0 es:

7(t) = (acost,asint,0), t € [0,27),

donde a es el radio de la circunferencia y ¢ es el dngulo formado por
el punto P = 7(0), el origen de coordenadas O y el punto genérico
X = 7(t) de la circunferencia.

Circunferencia

Otra posible representacion paramétrica de la circunferencia es:
7(t) = (acos2t,asin2t,0), t € [0,7),

en la que estamos recorriendo la circunferencia a doble velocidad.

Consideramos el conjunto de puntos con coordenadas (x,y, z) que sat-
isfacen las siguientes ecuaciones:

2+ y? + 22 =d?,
z =0,

esto es, estamos considerando la circunferencia como la interseccién de
la esfera de ecuacién x? + 3% + 22 = a? con el plano de ecuacién z = 0.
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La misma circunferencia la podemos considerar como la interseccién
del paraboloide de ecuacién 22 + y? — z = a? con el plano de ecuacién

z=0:

22 +y? — 2 =a?,

z=0.
La misma circunferencia la podemos considerar como intersecciéon del
cilindro de ecuacién z% + y? = a? con el plano de ecuacién z = 0.

Hélice circular. Esta curva estd contenida en un cilindro circular por
ejemplo, el cilindro de ecuacién 22 + y?> = a? y lo rodea de manera
que cuando x e y vuelven a sus respectivos valores iniciales, z se ha
incrementado 27h. Véase la siguiente gréfica:

Hélice circular

Una representacion paramétrica de la hélice circular es la siguiente:
7(t) = (acost,asint,bt), t € [0,2km), con k € N.

El pardmetro ¢t mide el dngulo que forma el eje x con la recta que une
el punto O con la proyeccién del punto genérico P € C' con el plano

xy.

Curva de Viviani. Es la curva interseccién de una semiesfera con un
cilindro de eje paralelo a un didmetro de la esfera. Por ejemplo, consid-
eremos la semiesfera de centro el origen de coordenadas y radio 2 y el
cilindro de base la circunferencia de centro el punto Z de coordenadas
(1,0,0) y eje la recta z = 0,y = 0. La curva que se obtiene como
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interseccién de ambas superficies es una curva de Viviani de ecuaciones
cartesianas o implicitas:

2’ +y?+22=4, z>0, (expresién analitica de la semiesfera),
(x — 1) +y* =1, (expresién analitica del cilindro).

La curva de Viviani es la siguiente:

Curva de Viviani

Vamos a buscar una representaciéon paramétrica de dicha curva. La
circunferencia base del cilindro se puede parametrizar como sigue:

x(t) =1+ cost, y(t) =sint, z(t) =0,

con t € [0,27). Sustituyendo los valores de x e y en la expresién de la
esfera obtenemos:

2
z = 2sin % pues z > 0.

242422 =4 = (1+cost)’ + (sint)?+ 22 =4
= 1+2cost+cos’t+sin’t+ 2> =4
= 2> =2-—2cost
— 2*=2-2(cos’L —sin®L)
— 2 =2(cos’ L +sin’L) — 2cos’ L + 2sin” &
= 2’ =4sin’L
<~



Obsérvese que para valores de t € [0, 27), Sin% es siempre positivo o

nulo. Por tanto, una parametrizacién de la curva de Viviani es:

7(t) = (1 + cost, sint, 2sini),t € [0,2m).

NOTA: Para el estudio local de las curvas se verd que la representacion
analitica més comoda serd la representacién paramétrica.

Definicion. Representacion paramétrica reqular. Se dice que una apli-
cacion 7: I C R — R3 7(t) = (x(t),y(t),2(t)), es una representacion
paramétrica reqular de una curva C' si se verifican las siguientes tres condi-
ciones:

1. Imr=C,
2. 7 es una aplicacién diferenciable de clase al menos 3,

3. El vector tangente a la curva en cualquier punto P € C' no se anula;
esto es,

7l(t) = (2 (t),y (), 2 (t)) # 0 para todo t € I.

Definicion. Sea C' una curva con representacion paramétrica 7: I C
R — R3, 7(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Se dice que un punto P = 7(ty) € C
es un punto singular si 7 '(ty) = 0. Si 7'(ty) # 0 entonces se dice que el
punto P = 7(tg) es un punto reqular. Si existen dos valores t1,ty € I tales
que 7(t;) = 7(ty) = P, entonces se dice que el punto P es un punto doble.

Definicion. Una curva C' se dice que es plana si estd contenida en un
plano. En caso contrario se dice que es una curva alabeada.

Ejercicio Representar las curvas cuyas parametrizaciones son las siguientes:
L 7(t) = (13, %,1)
2. 7(t) = ((2083 t, sin®t, O), t €0,2n),

y estudiad si son curvas planas y si sus respectivas parametrizaciones son
regulares.
Solucion.



1. La aplicacién 7" es diferenciable de clase C'*°. Es una curva plana con-
tenida en el plano z = 1. Se tiene: 7'(t) = (2t, 3t*,0). Como 7'(0) = 0
el punto P = 7(0) = (0,0,1) es un punto singular de la curva. El resto

de puntos de la curva son puntos regulares pues 7 '(t) # 0sit+0.

1,5

1

-1

~]

Curva 2

Curval

2. La aplicacion 7 es diferenciable de clase C*°. Es una curva plana con-
tenida en el plano z = 0. Se tiene: 7/(t) = (—3 cos’tsint, 3sin®tcost, 0) =
(0,0,0) sisint =06 cost = 0; esto es, sit = 0,7/2,7,3m/2. Por tanto,

los puntos

70) = (1,0,0), #(x/2)=(0,1,0),
(-1,0,0), 7(37/2)=(0,-1,0),

=y
~—

3
S—

son puntos singulares.

1.1 Cambio admisible de parametro
Se dice que una funcién t = t(s), s € J C R, es un cambio admisible de
pardmetro si verifica las siguientes condiciones:

(a) t =1t(s) es una funcién diferenciable al menos de clase 3,

t
(b) t'(s)#0,Vse J.

NOTA: Nétese que en el célculo integral cuando se considera un cambio de
variable se estd considerando un cambio admisible de pardametro.



T

Ejemplo La funcién () = tan2, 6 € (—%,Z), es un cambio admisible de
pardametro para cualquier representaciéon paramétrica regular 7(t), t € I C R,
de una curva C' ya que la funcién ¢(6) = tang es una funcién de clase 3 en

el intervalo J = (—g, %) y ademas
dt 1 1 0 T
de(e) 2COSZg 9 ( + tan 2> 7£07 Vo € 279

2 Longitud de arco

Una representacion paramétrica importante serd aquella en la que el pardmetro
a considerar es la longitud de la curva desde un punto que se considerard el
punto inicial para el célculo de la distancia y un punto arbitario de la curva.

Consideremos una curva C' con representacién paramétrica regular 7(t) =
(x(t),y(t),2(t)), con t € I. Recordamos que la longitud de arco entre un
punto A = 7(to) con ty € I y un punto arbitrario de la curva X = 7(¢t), t € I
viene dada por la siguiente integral:

donde ||/ (u)]| = /a'(u)? + y'(u)? + 2’(u)? es la longitud del vector 7’ (u).
La funcién s(t) que a cada valor de t € I le asigna la longitud de arco desde
el punto A = 7(ty) al punto X = 7{(t); esto es,

t
)= [ 117w du
to
se denomina longitud de arco de la curva C. Nétese que
s'(t) = F"(®)l #£0, vt € 1,

pues 7(t) es una representacién paramétrica regular. Por tanto la longitud
de arco es un cambio admisible de pardmetro. Como s ’(t) # 0, Vt € I, la
funcién s(t) es invertible y su inversa t = t(s) tiene derivada 1/ ||7'(¢(s))]|;
esto es,



Podemos considerar una representacién paramétrica de la curva con pardmetro
la longitud de arco de la curva; esto es,

a:J— R a(s) = 7(t(s)).

Dicha representacion se denomina la representacion paramétrica natural de
la curva C.

Ejercicios
1. Se considera la curva C' interseccién de las superficies de ecuaciones:

S = PH-1)72=1,
Sg = x+y2:1.

Se pide una representacién paramétrica regular de dicha curva y la
funcién longitud de arco.

Solucion. Una representacién paramétrica de C' es:
7(t) = (1 — sin®(t),sin(t), 1 + cos(t)), con t € [0, 27).

Y el siguiente dibujo muestra dicha curva:

-

Como

7'(t) = (—2sin(t) cos(t), cos(t), —sin(t)) # 0, V t € [0, 27),
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la representacién paramétrica 7(t) es regular. Se tiene:

0 = [ 1wl

— / \/(_2 sin(u) cos(u))? + cos?(u) + sin®(u)du
= / \/4 sin?(u) cos?(u) + 1du
— / \/sin®(2u) + 1du.

. Se considera la curva C' con representacién paramétrica:

2 2

r(t) = ((t +m)cos(t), — (t+ m)sin(t), 7; + 7t + — 5 ) , cont € [—2m,2m].

Se pide la funcién longitud de arco.

Solucion. Se tiene:

=/

7'(t) = (cos(t) — (t + m)sin(t), —sin(t) — (t + m)cos(t), 2t + m),
con t € [—2, 27|, luego

17/ @)1 = (cos(t) = (¢ +m)sin(t))”
+ (—sin(t) — (t 4 7) cos(t))? + (2t + 7)?
= cos?(t) — 2(t + m) cos(t) sin(t) + (t + m)? sin®(t)
+sin?(t) 4+ 2(t + 7) sin(t) cos(t) + (t + m)? cos?(t)
+ (2t + )
14 (t+7)2+ (2t + 1)
= 1+ 5t + 6wt + 20,

Por tanto, ||7/(t)|| = 0 si y sélo si

—6m £ /3672 — 20(272 + 1)

1+52+6mt+212 =0 <t = )

Luego ||7'(t)|| # 0, para t € [-2m, 27]. Se tiene:

t t
s(t) =/ 17 ()| du = V1 + 5u2 + 6mu + 272du.

—27 —27
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3. Se considera la curva C' con representaciéon paramétrica:

7(t) = (%ﬁ sin(t), \/7575

; gcos(t)) , Vtelo2m).

Se pide la representacién natural de dicha curva.

Solucidon. Se tiene:

P (t) = (g cos(t), g, — gsin(t)> , Vtelo,2m).
Luego
17/ (t)] = (? cos(t)) + (?) + (—g sin(t)>
= \/% cos?(t) + % + %snﬁ(t)
B r 1 ]
-~ Vet

por tanto, la longitud de arco viene dada por la funcién:

s(t) = /OtHF’(u)Hdu: /Ot 1du = t.

Por tanto, t es el pardmetro arco y la representaciéon dada en el enun-
ciado es la representacién natural.

4. Se considera la curva C' con representacién paramétrica:
7(t) = (acos(t), asin(t), bt), Vte[0,+00).

Se pide la representacién natural de dicha curva.

Solucidon. Se tiene:

7'(t) = (—asin(t), acos(t), b), Vt e [0,+00).
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Luego

[7@) = y/a?sin?(t) + a2 cos?(t) + 1?

= va?+ b2,

por tanto, la longitud de arco viene dada por la funcién:
t
s) = [ 17wl du
0

- | V@ Pdu
0
= Va2 + b,
que es una aplicacién lineal. Se tiene,
s'(t) = Va2 + b2 #£0,

por lo que es un cambio admisible de pardametro. Se tiene:

t(s) =

s
Va2 + b2’
y, por tanto, la representaciéon natural de la curva C' es la siguiente:
s s s

(t(s)) = ( <ﬁ> , asin (m) | bW) |

donde el pardmetro arco s toma valores en el intervalo [0, +00).

3 Estudio local de una curva

Sea una curva C' C R? con representaciéon paramétrica regular 7(t), t € I C
R, de clase mayor o igual a 3 y sea

s=s(t) = [ 7wl du

el pardmetro arco. Por tanto, también podemos considerar la representacion
natural de C:
a(s) =r(t(s)), seJ CR.
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3.1 Recta tangente y plano normal.

El vector
mi(t) = (@'(t), y'(1), #(2))
es un vector tangente a la curva C' en el punto P = 7(t). En general, dicho

vector no es unitario. Denotaremos t(t) al vector unitario tangente a la curva
C' en el punto P = 7(t); esto es,

1

- 7'(t)

tt) = ———. (1)
I @]

Si consideramos la representaciéon natural de la curva C, d(s) = 7(t(s)), se

tiene:

&(s) = 7' (1())1'(s)

@) = 7 ) ()]

1 !
= WV(SN
1.

Nota. Cuando consideramos la representacion natural de la curva, al calcular
el vector tangente obtenemos directamente un vector unitario; esto es,

t(s) = d'(s). (2)
Definicion. La recta tangente a una curva C' en un punto P es la recta
que tiene el mismo vector tangente en P que la curva C'. Se dice que la recta
tangente tiene un orden de contacto 1 con la curva C en el punto P.
Por tanto, la recta tangente a la curva C' con vector tangente ¢ = (v1,v2,v3)
en el punto P = (a,b, c) tiene la siguiente parametrizaciéon natural: 7(\) =

i =
OP + M, esto es,

z(A) = a-+ vy,
b + )\U2,
zZ(A) = ¢+ Avs.

<

—
>

—
I

Definicion. El plano normal a una curva C' en un punto P es el plano
ortogonal a la recta tangente y que contiene al punto P.
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En el siguiente dibujo se han representado las rectas tangente y el plano
normal de la curva con parametrizacion 7(t) = (1 —sin?(t), sin(t), 1 + cos(t)),
con t € [0,2m), en el punto P = (7 /4).

Recta tangente y plano normal

Sea 7 el plano normal de la curva C con vector tangente ¢ = (v1,v2,v3)
en el punto P = (a,b,c). Un punto X pertenece al plano normal si verifica
la siguiente ecuacién vectorial:

(W{—WD)-F:O

Esto es, si (x,y, z) son las coordenadas del punto X, la ecuacién implicita o
cartesiana del plano normal es:

(x —a)vy + (y — b)vg + (2 — c)vz = 0.
Ejemplos
1. Consideramos la curva C' de ecuacién paramétrica:
7(t) = (acos(t), asin(t), b), te€[0,2n),
con a # 0. Se pide calcular:

(a) El vector tangente unitario a C' en el punto P de coordenadas

(0,a,b).
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(b) La recta tangente a C' en el punto P de coordenadas (0, a,b) y en
un punto arbitrario de la curva; esto es, un punto de coordenadas
(acos(ty), asin(ty), b).

(c) El plano normal de C' en el punto P de coordenadas (0, a,b) y en
un punto arbitrario de la curva; esto es, un punto de coordenadas
(acos(ty), asin(ty), b).

Solucion. El vector tangente a C' en un punto arbitario de la curva es:

7'(t) = (—asin(t), acos(t), 0).

Se tiene: ||7'(t)|]] = a # 0 pues a # 0. Por tanto, el vector tangente
unitario en un punto arbitario es:
- 7'(t)
t(t) = -5 = (—sin(¢), cos(t), 0).
[l

El punto P se alcanza cuando cos(ty) = 0, sin(fy) = 1, luego para el
valor del pardmetro: ¢ty = 7w/2. Por tanto, el vector tangente unitario
a la curva C' en el punto P es el vector:

t(r/2) = (~1, 0, 0).

La recta tangente a C' en el punto P viene dada por la siguiente para-
metrizacion:

7(\) = OP + \i(r/2)
= (0,a,b) + A(—1,0,0)
= (=X a,b).

Y la recta tangente en un punto arbitrario de la curva tiene la siguiente
parametrizacién:

F(\) = OX + Mlto)
= (acos(ty), asin(ty), b) + A (—sin(ty), cos(ty), 0)
= (acos(tg) — Asin(ty), asin(ty) + Acos(ty), b).
Eglan(gornial en el punto P tiene la siguiente ecuacion vectorial:
(OX —OP)-t(r/2) = 0. La ecuacién implicita del plano normal en P

es:
(r—=0,y—a, 2z—0)-(—1,0,0) =0 <=z =0.
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El plano normal en el punto arbitario tiene la siguiente ecuacién vec-
torial: (OX OXO) t(to) = 0. La ecuacién implicita del plano normal
en un punto arbitario es:
0 = (z—acos(ty), y—asin(ty), z—0b) - (—sin(ty), cos(ty), 0)
= —uxsin(ty) + asin(ty) cos(ty) + y cos(tg) — a cos(ty) sin(tg)
= —uxsin(to) + y cos(to).

. Consideramos la curva C' de ecuacién paramétrica:
7(t) = (2cos(t), 2sin(t), 5t), € [0,+00).

Se pide calcular:

(a) El vector tangente unitario a C' en el punto P de coordenadas
(0,2,%1).

(b) La recta tangente a C' en el punto P de coordenadas (0, 2, 52” )

(c) El plano normal de C' en el punto P de coordenadas ( ,2, 52“ )

Solucion. El vector tangente a C' en un punto arbitario de la curva es:
7'(t) = (—=2sin(t), 2cos(t), 5).

Se tiene: [|7(t)|| = V4 + 25 # 1, luego ¢ no es el pardmetro arco. Por
tanto, el vector tangente unitario en un punto arbitario es:

=~ _ —isin icos 5
t(t)_llf’(t)ll_( /a9 ") g coslt): m)

El punto P se alcanza cuando cos(ty) = 0, sin(ty) = 1, luego para el
valor del pardmetro: ¢ty = 7w/2. Por tanto, el vector tangente unitario
a la curva C' en el punto P es el vector:

La recta tangente a C' en el punto P viene dada por la siguiente para-
metrizacion:

F(\) = OP + \{r
) (o)
- (= % )



El_glangorrrjal en el punto P tiene la siguiente ecuacién vectorial:
(OX —OP)-t(n/2) = 0. La ecuacién implicita del plano normal en P
es:

2 5

om
- fmaren - 2) (o)
2 ) om
—\/—2_9x + \/—2_9 (z - 7) .
. Curva de Viviani. Consideramos la curva C' de ecuacién paramétrica:
7(t) = (1 + cost, sint, 2sini),t € [0,2m).
Se pide calcular:

(a) El vector tangente unitario a C' en el punto P de coordenadas
(0,0,2).

(b) La recta tangente a C' en el punto P de coordenadas (0,0, 2).

(c) El plano normal de C' en el punto P de coordenadas (0,0, 2).

Solucion. El vector tangente a C' en un punto arbitario de la curva es:
7'(t) = (—sin(t), cos(t), cos (%)) .

Se tiene: ||7/(t)|| = 4/14 cos? () # 1, luego ¢ no es el pardmetro

arco. El punto P se alcanza cuando 1 + cos(tg) = 0, sin(tg) = 0y

2sin (%0) = 2, luego para el valor del pardmetro: ¢ty = w. Por tanto, el

vector tangente unitario a la curva C' en el punto P es el vector:

= ]- -/
Hr) = TN (m)
1 . s
= e (s, cos(m), o (3))

= (0,-1,0).

La recta tangente a C' en el punto P viene dada por la siguiente para-
metrizacion:

3|

7(\) + M()
,0,2) + A (0,-1,0)

,—A,2).

~—~
o O
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El plano normal en el punto P tiene la siguiente ecuacién vectorial:
— —_—
(OX —OP) -t(m) =0.

La ecuacién implicita del plano normal en P es:

0 = (z—0,y—0, 2—2)-(0,—-1,0)
_y'

3.2 Curvatura. Normal principal. Plano osculador.

El vector tangente varia a lo largo de la curva. Sea @: I — R la parame-
trizaciéon natural de la curva C. El vector

/! df
@'(s) = 5-(5),

mide la variacién del vector tangente en un entorno del punto P = a(s).

Definicion. Llamamos vector curvatura de la curva C' con parametrizacién
natural @: I — R en el punto P = d(s) al vector @"(s). LLamaremos cur-
vatura o curvatura de flexion al moédulo del vector curvatura; esto es, la
curvatura de flexion es la funcién

K(s) = ||a"(s)||- (3)

Interpretacion geométrica de la curvatura de flexion. La curvatura de
flexién mide la variacién del dngulo que forman las respectivas rectas tan-
gentes de puntos préximos de la curva. Sea 6(s) el angulo que forma la recta
tangente a C' en el punto d@(sg) con la recta tangente a C' en el punto a(s).
Se tiene:

lim 0(s) y 0(s) Sine(Q—s) ~ lm 25in@

s—so |§ — Sg|  s—s0 |5 — S @ s—so |s — so|

y teniendo en cuenta la igualdad

[4(5) —  s0)]] = 25in 22,
obtenemos:
. @ —/ _ —/
i 55258 = o = g



s perpendicular al vector tan-

Nota. El vector curvatura (si r(s) # 0) e
) - t(s) = 1 tenemos:

gente ya que derivando la igualdad: t(

0 = (fls) - #ls)) = 20"(s) - s).
Definicion. Llamamos vector normal principal y 1o denotamos por 77 al vector
unitario en la direcccién del vector curvatura; esto es,
_) 62”<3)

4
“T@eT W

Se tiene: &
(5) = dw H _)” H H _.// || (s)7i(s). (5)

Definicion. La recta normal principal a una curva C' en un punto P es la recta
que contiene al punto P y tiene vector director el vector normal a la curva
en P. Por tanto, la recta normal principal a la curva C' con vector normal
7 = (ny,mn2,n3) en el punto P = (a,b, ¢) tiene la siguiente parametrizacion
natural: 7(A) = OP + A, esto es,

z(A) = a+ AIny,
y(A) = b+ Ang,
z(A) = ¢+ Ans.

Definicion. El plano osculador de una curva C' en un punto P es el plano
que contiene a las rectas tangente y normal de la curva en el punto P.

Sea la curva C' con vector tangente ¢ = (v1, V9, v3) y vector normal princi-
pal 7 = (ny,ns,n3) en el punto P = (a, b, ¢). Un punto X pertenece al plano
osculador si y sdlo si el vector PX es combinacién lineal de los vectores £ y 1.
Por tanto, si (z,y, z) son las coordenadas del punto X estas deben verificar
la siguiente ecuacién:

r—a y—>b z—c
0= tq t2 i3
n T2 n3

Llamamos circunferencia osculatriz de la curva C' en el punto P = d(sg)
a una circunferencia contenida en el plano osculador de C' en P cuyo centro,
llamado centro de curvatura, se encuentra sobre la recta normal principal en
la direccién del vector 77 y cuyo radio es R(sg) = 1/k(sg). Vedse el siguiente

dibujo.
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Circunferencia Osculatriz

La circunferencia osculatriz tiene un orden de contacto méximo con la
curva (tiene el mismo vector tangente y mismo vector normal que la curva
en el punto P).

El centro Z de la circunferencia osculatriz en el punto P = d(sy) satisface
la siguiente ecuacién:

— —
OZ = OP + R(s0)ii(s0).

La ecuacién de la circunferencia osculatriz es:

Ho—)? - O_’Zu — R(so).

3.3 Recta binormal y plano rectificante. Torsion.

Sea C' una curva con parametrizacién natural a@: I — R.
Definicion. Llamamos vector binormal y lo denotamos por b al vector
unitario ortogonal al vector tangente y al vector normal; esto es,

—,

b(s) = i(s) Afi(s). (6)

Definicion. La recta binormal a una curva C' en un punto P es la recta
que contiene al punto P y cuyo vector director es el vector binormal a la
curva en P. Por tanto, la recta binormal a la curva C' con vector binormal
b = (b1,ba,b3) en el punto P = (a,b,c) tiene la siguiente parametrizacion

20
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natural: 7(A\) = OP + b, esto es,
z(A) = a+ Aby,
y(A) = b+ by,
Z(A) = c+ Abs.
En el siguiente dibujo se han representado las rectas tangente, normal princi-

pal y binormal de la curva con parametrizacién 7(t) = (1 —sin?(t), sin(t), 1+
cos(t)), con t € [0,27), en el punto P = 7(mw/4):

Rectas tangente, normal principal y
normal

Definicion. El plano rectificante de una curva C' en un punto P = d(sg) =
(a, b, c) es el plano que contiene a las rectas tangente y binormal de la curva
en el punto P. Por tanto, el plano rectificante tiene la siguiente ecuacién
vectorial:

(OX — OP) - fi(sg) = 0 <= (2 — a)ny + (y — b) o + (2 — ) ng = 0.

Para medir la separacién de la curva de su plano osculador en un punto
o equivalentemente la variacién del plano osculador de un punto a otro de la
curva, estudiamos la variacién del vector binormal.

Se tiene:

b(s)=1"(s) Afi(s) +i(s) ATT'(s).

Vamos a calcular la variacién del vector normal. El vector normal es un
vector unitario y por tanto 7i'(s) es un vector ortogonal a 7i(s). Por tanto,
7i'(s) es combinacién lineal de los vectores tangente y binormal. Esto es,

— —

ii'(s) = p(s)t(s) + 7(s)b(s). (7)
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Derivando la identidad 7i(s) - ¢(s) = 0 se obtiene:

Por tanto, u(s) = —k(s).
Por tanto:

V(s) = t'(s)Aii(s)+t(s) AT (s)
) )

= —7

s)ii(s). (8a)

La funcién 7(s) mide la variacién del plano osculador en puntos préximos de
la curva. Teniendo en cuenta 7i(s) - 7i(s) = 1 obtenemos:

b(s) - ii(s) = —7(s).

Definicion. Llamamos torsion o curvatura de torsion a la funcién 7(s);

esto es, .
7(s) = =b'(s) - 7i(s).

Observacion. Si 7(s) = 0, Vs, entonces b'(s) = 0 y el vector binormal
permanece constante y la curva C' esta contenida en el plano osculador; esto
es, C' es una curva plana.

Proposicion. Sea C una curva de clase 3, entonces:

C es plana si y sélo si su torsién es idénticamente nula.

3.4 Triedro mévil o de Frenet.

Sea C' una curva de clase al menos 3 con representaciéon natural a: J C
R — R3, y vector tangente ¢(s), vector normal 7(s) y vector binormal b(s)
en cada punto de la curva P = a(s).

Definicion. El triedro {f(s), ni(s), g(s)} se denomina triedro de Frenet y

en cada punto P = @(s) de la curva C forma una referencia afin de R?. El
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triedro de Frenet nos da una referencia afin a lo largo de la curva C' y por ello
también se denomina triedro mévil. Los vectores t(s), 7i(s), b(s) satisfacen las
siguientes relaciones:

() - t(s)
(s) - 7i(s)

Las rectas tangente, normal y binormal forman los ejes del triedro en
cada punto de la curva y los planos normal, osculador y rectificante forman
los planos cartesianos respecto de dicha referencia.

En el siguiente dibujo se han representado los elementos del Triedro de
Frenet en el punto P = #(m/4) de la curva con parametrizaciéon 7(t) =
(1 — sin®(t),sin(t), 1 + cos(t)), con t € [0,27):

!

gl
I

l

1, ii(s)-fi(s) = 1, b =1,
0, t(s)-b(s)=0, 7(s)-b(s)=0.

~
Si

Triedro de Frenet

3.5 Triedro de Frenet para una representacién paramétrica
arbitraria.

Sea C' una curva con representacién natural a: J C R — R3 y una rep-
resentacién paramétrica regular arbitraria 7: I C R — R3. Con la repre-
sentacién paramétrica natural, los elementos del triedro de Frenet se pueden
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calcular con las siguientes férmulas:

fls) = @),

n(s) = 52”(8)

@ = @el

b(s) = Rs)Aﬁ(s):w7

(s)]]

la

Y las curvaturas de flexién y de torsién se obtienen por las férmulas:

(
= —r(s) (' (s) N@"(s)) - @"(s)
= r(s) 7 [d(s),d"(s),d"(s)]
_ [O_ZI(S), 52//(8), O_ZH/(S)]
la" )

Veamos cudles son las expresiones de los elementos del triedro de Frenet y
de las curvaturas de torsién y de flexién cuando tenemos una representacion
paramétrica arbitraria 7(¢) de la curva. Se tiene: 7(t) = @(s(t)). Por tanto,



Como b(t) es un vector unitario en la direccién del vector 7/(t) A7 " (t) y 7(t)
es un vector unitario ortogonal a £{t) y a b(t) se tiene:

_, B 7/(t)

W= er

L R AT
e CIX 0
A(t) = b(t) AEt)

Teniendo en cuenta la igualdad:
P AT () = 7O w(s(8)b(D),
se obtiene: <1 AR
(= IO A0
I @)

Ademds, teniendo en cuenta la siguiente igualdad:

() = a"(s(1)s' (1) + 36" (s(1))s' (1) (1) + & (s(2))s" (¢),

y la expresion del vector 7/(t) A7 ”(t), obtenemos:

Por tanto,
_ @), @), T (@)
/

OREIO

donde [7/(t),7"(t), 7" (t)] denota el producto mixto de los vectores 7 '(t),
7(t) y 7" (t); esto es, [7(t), 7" (t), 7" ()] = (F'(t) ANT(E)) -7 ().

(10)
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3.6 Foérmulas de Frenet-Serret.
Sea C' una curva con representacién natural a: J C R — R3 de clase al

menos 3. Los vectores del triedro de Frenet {f(s), i(s), g(s)} en cualquier

punto P = d(s) de la curva, satisfacen las siguientes ecuaciones:

O = K@),
() = —x(s)ils) + 7(s)b(s),
() = —7(s)i(s),

(véanse las férmulas (5), (7) y (8a)), llamadas las férmulas de Frenet-Serret.
Las férmulas de Frenet-Serret consituyen un sistema de ecuaciones diferen-

i
Z‘)’/

ciales ordinarias para los vectores {f(s), 7i(s), I;(s)} Teniendo en cuenta el

Teorema de existencia y unicidad de soluciones de un problema de valores
iniciales para un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias se tiene el
siguiente resultado.

Proposicion. Dadas dos funciones x,7: J C R — R de clase al menos 1
con k(s) > 0, Vs € J, existe, salvo su posicién en el espacio, una dnica curva
C' tal que k(s) es su funcién curvatura y 7(s) es su funcién torsion.

El resultado anterior nos dice que las funciones torsién y curvatura, r(s)
y 7(s), determinan de manera unica la curva. Por esta razoén, las ecuaciones
k = k(s) y 7 = 7(s) reciben el nombre de ecuaciones intrinsecas de la curva.

Ejemplos

1. Hallar los elementos del triedro de Frenet y la torsién y curvatura de
la curva C' con representacion paramétrica:

7(t) = (2cos(t), 2sin(t), 5t), t € [0,+00),

en el punto P de coordenadas (0, 2, 57“)

Solucion. El punto P se alcanza para el valor ¢t = /2. Se tiene:
7'(t) = (—2sin(t), 2cos(t), 5).

Como ||7'(t)|| = V4 + 25 # 1, el pardmetro ¢ no es el pardmetro arco.
Vamos a considerar la parametrizacién natural de la curva. Se tiene:

s(t) = /Ot |17/ ()] du = /Ot V29du = \/29t.
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Por tanto,

s) = -,

y la parametrizacién natural de la curva C' es:

a(s) = (t(s)) = <2cos T 2 \/_ ¢_> s € [0,+00).

El punto P se alcanza cuando t = /2y, por tanto, cuando s = /297 /2.
Se tiene:

. 2 . s 2 S )

al(s) = (—msm\/z_g, mcosm, \/2_9>,
o 2 S 2 . s

a'(s) = <—2—9 cos\/—2_9, - 2—9s1n\/—2_9, O),

111 2 . S 2 S
a'(s) = (29\/@8111 Nk —29@003 Nk O).

Luego,
! @ = _l 0 i)
2 \/@7 ) \/@ )
2 2
0_2” Q = 07 T an? 0 )
2 29
62”/ \/2_9 o < 2 0 )
2 29v/29’
Por tanto,
{29 < 2 5 )
t| —m = T = 07 =~ )
2 V29" T V29
29 1 2
n £7T = q” (0, - —, 0) =(0, —1, 0),
2 [\
- 29 2 5
b £7T = <——, 0, —) A0, —1,0)
2 V29" 7 /29

(o )
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Los vectores (—2/v/29, 0, 5/v/29), (0, —1, 0) y (5/v/29, 0, 2/v/29)

forman el triedro de Frenet de C' en el punto P.

La curvatura de C' en P es:

k(V297/2) = 239

&"(\/Q_QW/Z)H -

Y la torsién de C en P es:

(V297 /2) = [a'(v297/2),&" (V297 /2), 3" (V297 /2)]
H —»// 971'/2)H2

) (29>2 2N_ 0 5%@

2/29 \/_ 0 0

- 2
2

B (29) 5 2 2 40
-\ 2/ 29292929
Por tanto, C' no es una curva plana.

. Hallar los elementos del triedro de Frenet de la curva C' con repre-
sentacién paramétrica:

Ft)=(t, —t*, 1+t%), te]0,+00),

en el punto P de coordenadas (0,0,1) y la curvatura y torsién en un
punto genérico de la curva.

Solucion. Se tiene:
7(t) = (1, —2t, 3t%), te]0,+oc0).

Como ||7'(t)]| = V1 + 4t2 + 9t* # 1, el pardmetro ¢ no es el pardmetro
arco. Derivando la representacién paramétrica obtenemos:

7ty = (0, —2, 6t),
F’”(t) _ (0 0, 6)
Pl AT"(E) = (=67, —6t, —2),
7'ty AP ()] = \/36t4+36t2+4

2v9tt 4 912 + 1.
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Por tanto,

O 1 o
W = ol v "2

L R AT) 1 L.
o) |7/ (t) A7 7 ()] 2\/9t4+9t2+1( 6%, —6h —2)
() = bt Adle).

El punto P se alcanza para el valor 0 del pardmetro t. Por tanto, los
vectores tangente, binormal y normal en P son:

t0) = (1,0,0),
b(0) = (0,0,-1),
i(0) = b(0) AE{0) = (0,-1,0).
Se tiene:
1 0 0
0 -1 0 |=1,
0 0 -1

luego efectivamente el triedro tiene la orientacién positiva.
La curvatura de C' viene dada por la funcién:

RO ATI®) 2V T 9+ T

1P (142 o)

Y la torsién de C' viene dada por la funcién:

T(t) =

—12

3614 + 3612 4- 4
-3
9t +9t2 4+ 1
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3. La evoluta de una curva es el lugar geométrico de sus centros de cur-
vatura. Se pide calcular la evoluta de la pardbola de ecuacién y = %332.
2

Solucion. Una parametrizacion de la pardbola de ecuacién y = %x es:

7(t) = (¢, 31%,0).

Se tiene:
') = (1,4,0),
7"(t) = (0,1,0),
AT = (0,0,1),

por tanto,

- 1 t
o= (\/1+t2’¢1+t2’0)’
b(t) = (0,0,1),

") = (_\/11152’\/11+t2’0>'

El radio de curvatura es:

3/2

Rty — PO

“TFonaey - )

Por tanto, el lugar geométrico de los centros de curvatura de la curva
tiene la siguiente parametrizacion:

B(t) = #(t)+ R(t)(t)

— (t.12.0)+ (1 t23/2<— t ! 0>
(t,3t%,0) + (1 +¢°) A E Ve

(ot e
Viger ? Vit )

Esto es, la curva en el plano z = 0 de ecuacién explicita:

Y = %x2 + (1 + :L‘2)3/2.
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4. Hallar las ecuaciones intrinsecas de la curva con representaciéon paramétrica:

7(t) = (e’ cos(t), e'sin(t), €'), t€[0,+0o0).

Solucion. La siguiente gréfica nos muestra la curva:

Se tiene:

Por tanto

K(t) =
y

T(t) =
Como

//x\I\h

)

(' (cos(t) —sin(t)), e (sin(t) + cos(t)), €'),
(—2¢’sin(t), 2¢’ cos(t), ),

(—2¢€" (sin(t) + cos(t)), 2€’ (cos(t) —sin(t)), €'),
2

2t (sin(t) — cos(t), — cos(t) — sin(t), 2),

7' OAF" @I V6 V2

;
lF/oF e s

¢ ¢
s = ||F’(u)||du:/ e"V/3du = V3 (' — 1),
0 0
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se tiene:
el = —

V3

+1

y las ecuaciones intrinsecas de C' son:

k(s) = ————,
(s) 3 (s + \/3)
y
( V3
T(s) = ————.
3 (s + \/5)
Hallar las ecuaciones intrinsecas de la curva C' con representacion paramétrica:
7(t) = (acos(t), asin(t), bt), t € [0,+00),
con a,b # 0.

Solucion. Se tiene:

V6

7'(t) = (—asin(t), acos(t), b),
7"(t) = (—acos(t), —asin(t), 0),
Flll(t) _ (aSln() —asin(t), 0),
FOAT(H) = (absin(t), — abeos(t), a”).
Por tanto,
o - WOAT@I @t a) ol (24 a?)”
||7_"’(t)||3 (a2+b2)3/2 (a2+b2)3/2
_ _ldl
a2+ b2 70
y
B R R B W B
" 7@y AF@)* a? (a® 4 5) asin<(§) —acosg
B a’b
 a?(a +b?)
b
RN 70

32
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Nota. Nétese que las ecuaciones intrinsecas de la anterior curva son con-
stantes; esto es, no dependen del pardmetro {. La curva anterior es una
hélice circular. Se puede afirmar que si una curva es tal que su torsién y su
curvatura son constantes no nulas, entonces es una hélice de base circular.

3.7 Heélices

Las hélices circulares son un caso especial de una clase de curvas denominadas
hélices. Las hélices estdn caracterizadas por la propiedad de que la recta
tangente en cada punto de la curva forma un dngulo constante o con una
recta [ en el espacio que se denomina eje de la hélice.

Sea C' una hélice de dngulo 6 y eje [, con representacién paramétrica
natural @: J C R — R3. Sea ¥ un vector unitario en la direccién del eje 1.
Entonces la hélice C' estd definida por la ecuacion:

t(s) - U = cos¥.
Derivando la expresién anterior obtenemos:

ni(s) -7 =0.

<y

Por tanto, el vector v se puede escribir de la forma:
7 = 1(s) cos 0 + b(s) sin 6.
Derivando la expresion 7i(s) - ¥ = 0 = 0 obtenemos:
0 = n(s) ¢
= (—ﬁ(s)f(s) + T(s)g(s)> : (F(s) cos 6§ + b(s) sin 9)
= —k(s)cosf+ 7(s)sinb.

Por tanto,
k(s) sinf

7(s) cos

and.

Reciprocamente, si una curva regular satisface la condicion:

K($)

Y G eR,

7(s)
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entonces podemos encontrar un dngulo # de manera que: a = tanf y por
tanto, k(s)cosf — 7(s)sinf = 0. Teniendo en cuenta las férmulas de Frenet
obtenemos:

t'(s) = ar(s)fi(s) = tanO7(s)ii(s),
V(s) = —r(s)ils),
tenemos:
(t(s)cos O + b(s)sind) = &'(s)cosf +b(s)sinf
= 7(s) (tanfcosf — sinf)ri(s)
= 0.

Luego el vector .
¥ = t(s) cos 0 + b(s)sin,

es constante y

- T

U-t(s) = cosd.
Por tanto, la curva es una hélice.
Hemos obtenido el siguiente resultado:

3.7.1 Teorema de Lancret (1802).

Una curva alabeada con parametrizacién regular 7(t), t € I C R, es una
hélice si y sélo si el cociente k(t)/7(t) es constante Vt € I.
Ejemplos. Veamos si la curva con representacién paramétrica

7(t) = (e' cos(t), e'sin(t), €'), t € [0,+o0),

es una hélice. Se tiene:

2
() = 22
3et
y torsion:
1
)= —.
T(t) = o
Por tanto,

v,

luego se trata de una hélice de gngulo 6 con tanf = /2 y cuyo eje tiene
vector director el siguiente:

7 = t(s) cos <arctan \/5) + b(s) sin (arctan \/§> :
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3.8 Ejercicios

1. Hallar la ecuaciéon del plano osculador en el punto P de coordenadas
(%, %, %) de la curva C' definida como la interseccién de las siguientes
superficies:

S

S

22 42 = 2,
224+t =1—y.

2. Determinese la curvatura de la curva interseccién de las superficies:

S1
S

2?2+t 422 =11,
2 +y?t =2, 2 >0,

en el punto P de coordenadas (0,v/2,3).
3. Sea la curva C' con parametrizacion:
m(t) =, + 1,82 —1).
Hallar el radio de curvatura en el punto P de coordenadas (1,2,0).
4. Se considera la curva C' interseccion de las superficies:

Si=at+y2+22=4, 2>0,
So=(x—1)2+y*=1.

Se pide:

(a) Los vectores del triedro de Frenet en el punto P de coordenadas
(2,0,0).
(b) La curvatura y la torsién de la curva en el punto P.

(¢) ¢Es C una curva plana?

5. Probar que si la curva es tal que todas sus tangentes pasan por un
punto fijo del espacio, entonces la curva es una recta.

6. Sea la curva C' con parametrizacion:

r(t) = ((t +m)cos (t), — (t+m)sin(t), ¢+ wt + %2) , te[=2m2n].

Se pide:
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(a) Ecuaciones de los planos del triedro de Frenet en el punto P de
coordenadas (0 z ”2>.

120 4
(b) Puntos en los cuales el plano osculador es paralelo al plano de
ecuaciéon z = 0.
(c) Punto intersecién del plano normal en el punto P y la recta tan-

gente en el punto () de ecuacién <7r, 0, %2>

7. Se considera la curva C' interseccién de las superficies:

S = P4+ (z-1)7=1,
Sy = z+9y°=1.

Se pide:
(a) Vectores del triedro de Frenet en el punto P de coordenadas
(1,0,0).
(b) Curvatura y torsién de la curva C' en el punto P.

(c) (Es C una curva plana? En caso afirmativo, obtener la ecuacién
cartesiana del plano que contiene a la curva.

8. Se considera la curva C' con parametrizacion:

at) = (\/75 sint, \/7525, — ?cost) ,t R,

V2 V2 e
y el punto P de coordenadas (7, T 0). Se pide:

(a) Comprobar que t es el pardmetro arco de la curva dada. Hallar la
longitud de la curva desde el punto A de coordenadas <0, 0, —\/7§>

hasta el punto B de coordenadas (0, 2V/2m, —\g)

(b) Hallar el plano oculador y la recta binormal en el punto P.

(c¢) Hallar la torsién y la curvatura (esto es, curvaturas de flexion y
de torsién) en un punto genérico de la curva.

(d) Estudiar si la curva es una hélice y en caso afirmativo calcular el
eje.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

. Hallar el centro de curvatura de la curva C' con parametrizacién:

at) = (te', ', t* +1)
en el punto P de coordenadas (0, 1,1).

1

Hallar la curvatura de la curva interseccién de las superficies y = In ——,

z=0,7 € (—g, %), en el punto P de coordenadas (%,ln \%,O .

Hallar la ecuacién del plano osculador en el punto P de coordenadas
(1/2,1/2,1/2), de la curva definida por las siguientes ecuaciones carte-
sianas:

22iy? = 2
2y = 1—vy.

La cicloide es el lugar geométrico de los puntos P de una circunferencia
de radio r que rueda sin deslizar por una recta. Hallar los puntos
singulares de la cicloide con parametrizacién

7(t) = (t —sint, 1 —cost), te€][0,2n].

Hallar el vector tangente a la cicloide en un punto regular arbitrario.
,,Cuél es el limite de los vectores unitarios tangentes cuando tendemos
a un punto singular?

Hallar la evoluta de la elipse con parametrizacién 7(t) = (acott, asint),
t €0,2m).

Probar que la curva con parametrizacién
7(t) = (tcost, tsint,t), te€0,2m),

estd contenida en un cono. Hallar la curvatura y la torsién en el punto
que corresponde al vértice del cono.

Demostrar que la curva con parametrizacién
7(t) = (sin’t, sintcotst, cost), t€[0,2m),

estd contenida en una esfera y que todos los planos normales a dicha
curva contienen al origen de coordenadas.
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16. Determinese la curvatura de la curva de ecuaciones cartesianas

P+ 22 = 11, 2>0,
x2+y2 — 27

en el punto P de coordenadas (0,v/2,3).

17. Determinese una base del plano normal a la curva 22+y? = 2, x+y+2 =
2 en el punto P de coordenadas (1, —1,2).

18. Hallese la curvatura de la curva y = In(1/cosz), x € (—7/2,7/2) en el
punto de coordenadas (7/6,1n2/+/3).

19. Determinese la ecuacién cartesiana del plano normal a la curva deter-
minada por x +y + 2 = 3y 22 — y?> + 222 = 2 en el punto P de
coordenadas (1,1, 1).

20. Calcular unas ecuaciones paramétricas de la curva cuyas ecuaciones
intrinsecas son k(s) = 4y 7(s) = 3y tal que para el valor del pardmetro
s =0 sea

E(o>:(0,§,§>, 7i(0) = (—1,0,0), 5(0):(0,—%,%).

Situese el origen de coordenadas de modo que el punto de la curva

correspondiente a s = 0 tenga coordenadas (%, 0, O).

21. Las ecuaciones intrinsecas de una curva regular de clase infinito vienen

dadas por x(s) =0, 7(s) = 0. Senédlense las proposiciones ciertas:

a) El enunciado nunca se puede cumplir.

(
(b

)
) Se trata de una circunferencia.
(c) El triedro de Frenet es el mismo en todos los puntos de la curva.
(d)

)

d

(e) Se trata de una hélice.

Se trata de una pardbola.

22. Probar que si una curva C es tal que todas sus rectas normales princi-
pales contienen a un punto fijo F' del espacio, entonces la curva es una
circunferencia.
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Solucion.
Sea C' la curva con parametrizacién natural 7(s). La ecuacién de la
recta normal principal por un punto P = 7(s) de la curva es la siguiente:
—
OX =7(s)+ Mi(s), AeR.

Como el punto F' estd contenido en todas las rectas normales principales
se verifica:

—
OF =7(s) + A(s)7i(s).

Derivando la expresién anterior y teniendo en cuenta las férmulas de

Frenet-Serret obtenemos:

—

0 = 7*/(s) + X(s)ii(s) + A(5)iT (5)
= {ls) + N()7(s) + A(s) (—r(5)ils) + 7(5)b(s)
= (1= K($)A(5)) il5) + N (8)7i(s) + 7(s)A(5)b(s).

Como {f(s), n(s), 5(3)} es un sistema de vectores linealmente indepen-

diente para cada valor de s, de la ecuacién anterior se deduce:

0=1—k(s)A(s), k($)A(s) =1,
0= MN(s), = ¢ A(s) =X #0 pues k(s)A(s) =1
0="7(s)A(s), 0="7(s)A(s),

luego de la tercera ecuacion se deduce: 7(s) = 0, y por tanto la curva
C' es plana y de la primera ecuacién se deduce: x(s) = 1/\ constante,
luego C' es una circunferencia.
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