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1 Introduccién a las ecuaciones diferenciales

Una ecuacion diferencial es aquella que relaciona las variables independientes con la vari-
able dependiente y sus derivadas con respecto a una o mds variables independientes. Las
ecuaciones diferenciales juegan un papel fundamental tanto en la propia Matematica como
en otras ciencias como la Fisica, Quimica, Economia, Biologfa, etc.

Siy = f(x) es una funcién dada, su derivada respecto de la variable independiente z se
puede interpretar como el ritmo de cambio de la variable y respecto de la variable x. Por
ejemplo, es bastante usual que en un proceso econémico, las variables involucradas y sus
ritmos de variacion estén relacionados entre si por medio de los principios econémicos que
gobiernan dicho proceso. Al expresar tal conexién en términos matematicos el resultado
es, con frecuencia, una ecuacién diferencial.

A diferencia de las ecuaciones algebraicas, en una ecuacién diferencial la incégnita es
una funcién (en ocasiones del tiempo), no un nimero.

Una ecuacion diferencial es aquélla que relaciona una o varias variables independientes,
una funcién de dichas variables (que es la funcién incégnita) y las derivadas de dicha funcién
hasta un cierto orden.

Ecuacién diferencial en derivadas parciales. Cuando la funcién incégnita depende
de mds de una variable, tendremos una ecuacion diferencial en derivadas parciales. Por
ejemplo, la ecuacion:

0z 0z 0?2 0%z 02z
F (l’, Y, Z(.Z’, y)7 %([B, y)7 a_y(x7 y)7 @(l‘? y)7 mc& y)7 a_yQ(‘Ta y)) =0

relaciona las variables independientes z, y con la variable dependiente z(z, y) y las derivadas
parciales de z(z,y).
Un ejemplo de ecuacién diferencial en derivadas parciales es

0z 0z

— +y— =k
x8x+y8y -

donde la funcién incégnita es z = z(z,y).
Ecuacién diferencial ordinaria. Cuando la funcién incégnita depende de una vari-
able, se dice que es una ecuacion diferencial ordinaria; esto es, la ecuacion:

F(z,y(x),y'(x),y"(2),....y"(2)) =0

relaciona la variable independiente z con la variable dependiente y(x) y las derivadas hasta
orden n de y(x).
Si la ecuacién anterior se puede escribir como

y " (2) = fla,y(@),y (@), ...y ()

donde f es una determinada funcién definida en un subconjunto de R"*!, se dice que la
ecuacién viene dada en su forma normal.



Profesora: Eugenia Rosado E.T.S. Arquitectura. EDO2

Se llama orden de una ecuacién diferencial ordinaria al mayor de los érdenes de las
derivadas que aparecen en la ecuacion.

En el primer tema nos centraremos en el estudio de las ecuaciones diferenciales ordi-
narias de primer orden; esto es, ecuaciones de la forma

F(x,y(x),y'(z)) =0,

Se llama solucion de una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden

F(a,y(z),y (x)) =0

en el conjunto D C R a toda funcién y = ¢(x) tal que

F(z,o(z),¢'(x)) =0

para todo x € D C R.

En general, una ecuacién diferencial ordinaria tiene infinitas soluciones pero se sue-
len tener condiciones, por ejemplo, valores iniciales, que limitan el nimero de soluciones
adecuadas al modelo a estudiar.

Llamamos solucion general de una ecuacién diferencial al conjunto de todas las solu-
ciones. Y se denomina solucion particular de una ecuacién diferencial a una cualquiera de
sus soluciones.

El proceso de obtencién de las soluciones de una ecuacién diferencial se denomina
resolucion o integracion de la misma.

Teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales
Cuando se empez6 a desarrollar la teoria de las ecuaciones diferenciales, se traté de

hallar soluciones explicitas de tipos especiales de ecuaciones pero pronto se advirtié que
s6lo unas pocas ecuaciones se podfan resolver de esta manera. Sin embargo, en muchos
casos no es necesario obtener férmulas explicitas de las soluciones y basta con poner en
relieve las propiedades mads relevantes de la solucién. La teorfa de las ecuaciones difer-
enciales comprende muchos resultados sobre el comportamiento general de las soluciones.
Esto es lo que se llama teoria cualitativa. Sus resultados principales son los teoremas de
existencia y unicidad de solucién, los andlisis de sensibilidad e investigaciones de estabil-
idad de equilibrios. Estos temas tienen tanto interés teérico como una gran importancia
préactica.

NOTA: Usaremos indistintamente las siguientes notaciones para una EDO de primer
orden en forma normal:

y'(x) = f(z,y(x)), =z variable independiente, y(z) variable dependiente,
u'(r) = f(z,u(r)), = variable independiente, u(x) variable dependiente,
2'(t) = f(t,z(t)), t variable independiente, x(t) variable dependiente.
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2 Ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden

Vamos a estudiar diferentes tipos de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden y
las técnicas de integracién que nos permiten calcular la solucién general en cada caso.

En primer lugar, y antes de proceder a realizar las operaciones oportunas para el cdlculo
de la solucién del problema planteado, es necesario verificar la existencia y unicidad de
solucion, para ello contamos con el Teorema de existencia y unicidad de solucion, que nos
dice que, dado un problema de Cauchy

{ y = f(z,9)

y(zo0) = Yo

esto es, dada una ecuacién diferencial ordinaria 3y’ = f(z,y) donde f es una funcién real
de clase C! en un abierto A C R?, (es decir, existen las derivadas primeras de f en A y son
funciones continuas) y dada una condicién inicial y(zg) = 3o, con (zo,%0) € A, entonces
existe un entorno de xy en el cual dicha ecuacién diferencial posee una unica solucién
y = p(x), que verifica la condicién inicial ¢(xg) = yo.

La solucién de un problema de Cauchy concreto se encuentra a partir de la integral gen-
eral de la ecuacién diferencial p(z, C'), donde C' es una constante arbitraria, determinando
la constante C' de manera que se obtenga una curva que contenga al punto (zo, yo)-

En muchas ocasiones puede ser conveniente apoyarnos en la interpretacién geométrica
de las soluciones diferenciales de primer orden, para ello, analicemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1: Sea la ecuacion diferencial:
, x
y'=—- (1)
)

La ecuacién ([1)) es una ecuacién diferencial de las denominadas en variables separables,
cuya resolucion se efectuard més adelante (Ejemplo 3); se adelanta que su solucién es:

yv* 4+ 22 =C, C eR.

Esto es, la solucién general es una familia de circunferencias concéntricas, de centro (0, 0)
y radio v/C.

Para encontrar la solucién particular de la ecuacién diferencial (1)) que verifique: (x,y) =
(2,1), tinicamente tendriamos que sustituir el punto (2, 1) en la solucién general y de esta
manera obtendriamos el pardmetro C"

12 4+ 22 = C de donde C = 5.

Es decir, la solucién particular es:
> +1y* =5

que, geométricamente, es la circunferencia de centro (0,0) y radio V5.
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2.1 Ecuaciones diferenciales de variables separables

Una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden
u'(z) = f(z,u(z))
se dice que es de variables separables si se puede expresar en la forma
g(u(z))u'(z) = h(z)

donde ¢g y h son funciones dadas.
La solucién general de este tipo de ecuaciones se calcula integrando los dos miembros
de la ecuacién; esto es,

/g(u(a:))u'(x)dx = /h(l‘)dl‘ +C.

Ejemplo 2: Vamos a resolver la siguiente ecuacién diferencial ordinaria de primer orden
de variables separables:

u'(z) = 2x(u(z) + 3),

esto es,

Integrando tenemos
/
/ de = / 2xdx,
u(x)+3

In|u(z) + 3| =2*+C

esto es,

y, tomando exponenciales a ambos lados de la igualdad y operando, obtenemos la solucién

general:
u(z) =e” ¢ —3 = Ke* —3, donde K = ¢C.
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Ejemplo 3: Hallar la curva tal que la pendiente de la recta tangente a la curva en cada
punto es —z/y. Por tanto, dicha curva debe satisfacer la siguiente ecuacién diferencial:

Yy =—-
Y

con (z,y) € R* — {(0,0)}. La ecuacién anterior se puede escribir como sigue:

yy' =—x
e integrando, tenemos
v @ar= [ ~ads

esto es,

1 2 L 5

- - C

59(2) 5+
de donde, operando se tiene

v+ =C.

NOTA: A la constante 2C', la denominamos también C' ya que vuelve a ser una constante
arbitraria.

Ejemplo 4: Vamos a resolver ahora la siguiente ecuacién diferencial:
u' (1) = —2u(z)x

con valor inicial: u(0) = —1/2.
Operando obtenemos:
u'(z)
u(z)?

e, integrando la ecuacién anterior se tiene

— / z(gldm - / 2xdr,

1
— =224

u(x)

Con lo que la solucién general de la ecuacién dada es la siguiente familia de curvas:

= 2z,

esto es,

1
=— C eR.
u(z) = eon
Para hallar la curva integral que verifica u(0) = —1/2, debemos hallar el valor de la
constante C' correspondiente. Tenemos que
1 1
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luego C' = —2. Asi, la curva integral es

que es la solucién particular buscada. Puede verse su representacién grafica en la siguiente
figura:
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Ejemplo 5: La ecuacién
u(z) = (14 2%)(1+ u(x))

se puede escribir como
()
14 u(x)

Integramos a ambos lados de la igualdad:

=1+ 22

/%dw:/(brxz)dx = 1n!(1+“($))‘:$+%+0'

Y, operando obtenemos:

Ejemplo 6: La ecuacién

se puede escribir como
u'(r) 1
1+u2(z) o
Integramos a ambos lados de la igualdad:

/Mdl‘ = — / édw — arctg(u(z)) = —Ilnlz|+C =1n <i> +C.

1+ u2(z)

Y, operando obtenemos:
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Problema: Hallar la curva tal que por cada punto de la curva, el segmento cuyos
extremos son los puntos de corte de la recta tangente a la curva en dicho punto con los
ejes coordenados, se divide a la mitad en el punto de tangencia.

Supongamos que la curva es la grafica de una funcién y(z). Un punto de la curva es
de la forma (x,y(z)). La condicién es:

)
y = T
Por tanto, integrando
yle) 1
y(z) 2
obtenemos:
/ 1 1
/y<x)dx: —/—dx — Inly(zx)]=—-Injz|+C=1In (—) + C.
y(x) x |z

Y, tomando exponenciales a ambos lados de la igualdad, obtenemos:

1

y(x) = Km.
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2.2 Ecuaciones diferenciales homogéneas

Una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden u/(x) = f(z,u(x)) se dice que es ho-
mogénea si la funcién f es una funciéon homogénea de grado 0; esto es,

fltz,tu(@)) = t° f(z, u(2)) = f (2, u(z)).

En este caso, la ecaucién diferencial se puede escribir de la siguiente manera:

W(z) = f (1, M) . 2)

X

La integral general de este tipo de ecuaciones se puede obtener haciendo el cambio de
variable:

v(z) = @ — u(z) = zv(x), (3)
con lo que, derivando, obtenemos
u'(x) = v(z) + 20 (). (4)

Sustituyendo (3]) y (4) en la ecuacién (2)) se obtiene la siguiente ecuacién diferencial que
es de variables separables:

v(z) + 20 (z) = f(1,0(z))
pues operando, se puede escribir de la siguiente forma:
v'(x) 1
fLv(@) —v(@) o

Veamos algunos ejemplos.

Ejemplo 7: Vamos a obtener la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial
ordinaria de primer orden:

(2% + u(z)?) — 2zu(z)v'(r) = 0.
Despejamos u/(z) de la ecuacién anterior:

2 2
r* +ulx
v - PHe)
2zu(z)
Y asi escrita es facil ver que es una ecuacién homogénea. Dividiendo el numerador y el
denominador del miembro de la derecha de la igualdad entre 2%, obtenemos
u(z)?

u'(z) = S
i)

X
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Haciendo el cambio de variable v(z) = u(z)/x, y por tanto,

u'(z) = v(x) + 20’ ()

obtenemos . ( )2
+v(x
v(z) 4+ a0’ (z) = )
esto es,
2
' (z) = 1 — vi(2)
20(x)
de donde 20(x) .
_AUE) iy — &
1— vQ(x)v (%) T

Integrando a ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene:

/—20@) V' (x)dr = de
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1 —v2(x) x
esto es,
—In|l —v*(z)| = In|z|+C,
In|1—2%z)| = —ln]m\—Czln(ﬁ)—C’.

Tomando exponenciales en la ecuacién anterior se obtiene

1—02(37):K§:v(x): 1-—

Deshaciendo el cambio de variable: v(z) = u(z)/x, tenemos

i E

que es la solucién general del problema planteado.

K
-

Ejemplo 8: Vamos a obtener la solucién general de la siguiente ecuacién diferencial

ordinaria de primer orden:
u'(z) = uz) + 1.
x

Es inmediato comprobar que es una ecuaciéon homogénea. Haciendo el cambio de variable

v(x) = u(x)/z, y por tanto,
u'(z) = v(z) + 20’ (2)
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obtenemos

esto es,

Integrando a ambos lados de la ecuacién anterior se obtiene:

/v'(:c)da: _ [

T

esto es,
v(z) =n|z| + C.

Deshaciendo el cambio de variable: v(z) = u(z)/x, tenemos
u(z) =z (In|z| 4+ C)
que es la solucién general del problema planteado.

Ejemplo 9: Vamos a obtener la solucién general de la ecuacién

o otulz) =2
U(x)—x—u(m)—l—Z'

Esta ecuacién no es una ecuacién homogénea. Vamos a hacer un cambio de coordenadas
de manera que en el nuevo sistema de coordenadas la ecuaciéon sea homogénea. Las rectas

r+y—2 = 0
r—y+4 = 0

se cortan en el punto (—1, 3). Consideramos el cambio de variables

r = z—1
w(z) = wv(z)+3

luego, u/(x) = v'(z) y obtenemos la siguiente ecuacién homogénea:

=D+ @kE)+3) -2 z+wv(z)

Rl P o o S S

que si es una ecuaciéon homogénea. Dividimos por z el numerados y el denominador del
miembro de la derecha de la ecuacién y obtenemos:
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Haciendo ahora el cambio de variable w(z) = v(z)/z obtenemos

W)+ 2u(e) = 1,
de donde, obtenemos
, 1+ w(z) 1+ w?(2)
w'(z) = 1—w(z) w(z) = 1 —w(z)
luego )
l-—w(z) , 1
1+ w?(z) (2) = z

e, integrando, se tiene

Tenemos
L-w(2) vovg _ LR 2w(z) v
/1—|—w2(z) (2)d /1+w2(2) (2)d 2/1+w2(2) (2)d
= arctanw(z) — %ln(l + w?(2)).

Por tanto,

1
arctan w(z) — §ln(1 +w?(2)) =In|z| + C

y, deshaciendo los cambios de variables considerados (primero w(z) = v(z)/z y después
r=z—1,u(z) =v(z)+ 3, se tiene

_ 1 —3\?2
arctan ulz) =3 ——In|1+ ) =3 =Injz+ 1]+ C,
r+1 2 r+1

que es la ecuacién implicita de la solucién general de la ecuacién diferencial dada.
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2.3 Ecuacion lineal de primer orden

Decimos que una ecuacién diferencial ordinaria de primer orden es lineal si se puede escribir
de la siguiente forma:

Y (x) + a(x)y(z) = b(z). ()
Si b(x) = 0 diremos que la EDO es homogénea y si b(z) no es idénticamente cero, diremos
que la EDO es no homogénea.

Si la funcién a(z), es constante, diremos que la EDO lineal es de coeficientes constantes.

La solucién general de una ecuacion lineal de primer no homogénea

Y (z) + a(z)y(z) = b(z),

se escribe como la suma de la solucién general de la homogénea més una solucién particular
de la no homogénea.
Si yn(z) es solucién de la homogénea se tiene:

y;L(ﬁ) + a(z)yn(x) = 0.

Y si y,(z) es una solucién particular de la no homogénea entonces:

(yn + yp) (2) + alz)(yn + yp) (x)
= u(2) +yp(@) + al@)yn(z) + a(z)y,(z)
= y(®) +a(@)yn(@) + y,(2) + a(2)y,(v)

-~

0 b(z)
= b(x).
2.3.1 Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:
y'(x) +a(z)y(z) =0

que es de variables separables y la solucién general es:

In |y(z)| = / A /a(m)daz O = y(z) = K exp (—/a(a:)da:) .

y(r)

2.3.2 Variacion de la constante

Para encontrar la solucién general de la EDO consideramos que la constante K depende

de z e imponemos que
y(x) = K(z)exp (—/a(:c)dx)
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es solucién de la ecuaciéon. Tenemos:

K@) exp (- / a(m)dm) _ a(z)K (z) exp <_ / a(x)dx)l—i-a(x)K(a:) exp (— / a(x)dx)

esto es,

de donde obtenemos:

y()

b(x)

E.T.S. Arquitectura. EDO14

N

y?;)

K(z) = / b(z) exp ( / a(:c)dx) dz + C.

Por tanto, la solucién general de la EDO es

exp <— / a(m)dm) < / b(z) exp ( / a(x)dx) dr + c)
exp (- / a(x)dx) / b(z) exp ( / a(x)dx) o+ Comp (— / a(x)dx)/

TV
solucién particular de la no homogénea

TV
solucién general de la homogénea

b(x)
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Ejemplo 10: Obtengamos la solucién general de la ecuacién diferencial
/ 3x
y'(r) = ylz) + e

Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:

(@)~ y(x) = 0

que es de variables separables y la solucién general es:

1n|y(;1:)]:/yy/((xx))d:c:/ldx:x+02>y(:c):Kexp(a:).

Variacién de la constante
Consideramos que la constante K depende de x e imponemos que

esto es,

de donde obtenemos:

2

K(z) = /e3xe_xdx =1+ C

Por tanto, la solucién general de la EDO es

yz) = (3e¥+0)¢
_ 1 3z T
= € + Ce

<. . ; solucién general de la homogénea
solucién particular de la no homogénea

COMPROBACION:

Derivando y(z) = (2€2* + C) e” obtenemos:

1
y/(flf) — €2xea:_|_ |:§€2x+cv:| e

= & 4 y(x).
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Ejemplo 11: Obtengamos la solucién general de la ecuacién diferencial
y' () = tg(x)y(z) + sin(z).

Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:

Y (x) = tg(z)y(x)
que es de variables separables y la solucién general es:

1
cos(z)

In|y(x)| = / yy,g)) dr = /tg(m)dm = —1In|cos(z)| +C = y(z) =K

Variacién de la constante
Consideramos que la constante K depende de x e imponemos que

1
=K
Vi) = K(x) s
es solucién de la ecuaciéon. Tenemos:
1 sin(z) 1 _
K’ = K
<x)cos(x) ()7 o2(1) g(z)K(z)- os(7) + sin(z),
e y(z)
esto es,
1
K’ = si
(x)cos(:c) sin(x)

de donde obtenemos:
K(z) = /sin(x) cos(z)dx = Lsin®(z) + C

Por tanto, la solucién general de la EDO es

y(z) = (3sin’(z) +C) cosl(m)
1 gin? () — L
B ? ( )COS<I)I * Ccos(x)
—~ ———

solucién particular de la no homogénea  solucién general de la homogénea

COMPROBACION:
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Derivando y(z) = <sm2% +C ) L obtenemos:

cos(z)

/ = sin(x) cos(x 1 sin’ () sin(z)
y(z) = sin(z) <>Cos(x)+{ 2 w}

— sin(z) + Fnﬁ#w} L sin(z)

— sin(z) + y(a)te(r).
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Ejemplo 12: Obtengamos la solucién general de la ecuacién diferencial
y(z) = y(z) +sin’(z).

Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:

y'(z) = y(x)

que es de variables separables y la solucién general es:

ln]y(x)]:/Z;/((;:;dmz/ldxzx—i-(?jy(x):Kex.

Variacién de la constante
Consideramos que la constante K depende de x e imponemos que

esto es,

de donde obtenemos:
K(x) = /sin2($)e“‘"d$.

Integramos por partes tomando:

—x

{ u = sin®(z) { du = 2sin x cos xdx
=

dv = e *dx V= —e¢

luego
/sinQ(x)e_’”dx = —sin®(z)e ™" + /2 sinx cos ze” “d.

Integramos otra vez por partes tomando:

U = 2sInx cosx du = 2(coszas—sin2:v) dr = 2(1 —281112.17) dx
_ = S
dv = e *dx v=—e %
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obtenemos:
/ sin?(z)e "dr = —sin®(z)e " + / 2sinz cosxe “dx
= —sin®(z)e™® — 2sinzcoswe " + / 2 (1 — 2sin? x) e “dx
= —sin®(z)e™® — 2sinzcoswe " + / 2e Tdxr — 4 / sin® ze “dx
= —sin®(z)e ™ — 2sinzcosre " — 27" — 4 / sin? ze *dux.
Por tanto,

[— sin®(z)e™™ — 2sinz cosze™™ — 27" + C] .

o] =

/sinQ(x)e_Idx =
Por tanto, la solucién general de la EDO es

1
y(x) = (— [— sin2(x)e_z — 2sinxzcosxze ® —2e”* + C]) e’

)
]_ « 2 —X . —z o . 1 .
— g(—sm (z)e™™ — 2sinz coswe ™ — 2e7") € + gCe

VvV
solucién particular de la no homogénea solucién general de la homogénea
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Ejemplo 13: Obtengamos la solucién del problema de Cauchy:

{ Y (x) cos® () + y(x) = te(x)
y(5) =2

Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:

v () cos?(z) + y(z) =0

que es de variables separables y la solucién general es:

In[y(z)] = / %dm = - / mdx = —tg(z) + C = y(z) = Ke 8@,

Variacién de la constante
Consideramos que la constante K depende de x e imponemos que

@) = K(z)e”s

es solucién de la ecuacién. Tenemos:

1
K’ —te(z) _ [ —tg(x) 2 K —tg(z) — ¢
(K (@) oy =) o5t @) + K)o =) 1)
N N 7 y(w)

esto es,

de donde obtenemos: )
K(z)= | ——t ~te@) g,
@) = [ e

Integramos por partes tomando:

u = tg(x) du = mdx
{ dv = COS%([L') etg(:r)dx — { V= etg(m)

Tenemos:

r) = # z)e®® dy
K@) = [ apyteea
1

C te(r) @ / te(x)
glw)e ¢ cos?(x)

— tg(m)etg(m) — et L o
= (tg(z) —1)e®@ 1 C.
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Luego la solucién general de nuestra EDO es:

y(x) = [(tg(z) — 1)) + O] ¢ &)
— _ —tg(z)
= tg(xr) — 1 + Ce

solucién particular de la EDO solucién general de la EDO homogénea

Queremos que y (%) = 2 por tanto,

(tgZ — 1) + Ce 87 = 2
de donde: C' = 2e. Luego la solucién del problema de Cauchy es:

y(z) = tg(x) — 1 4 278,
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2.4 Ecuaciones de Bernouilli

Decimos que una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden es de Bernouwilli si se puede
escribir de la siguiente forma:

Y (z) = y(x)f(x) +y(x)"g(x), conn#0,1.

Si n = 0 tenemos una EDO de variables separables y con n = 1 tenemos una ecuacién
lineal.
Dividiendo por y(z)"™ obtenemos:

y) _ @) ooy
sy~ ylapd I

Para convertirla en una EDO lineal hacemos el cambio:

Entonces

(z) = y'(@)y(@)" — y(@)ny(x)" 'y (x)
y(x)*
y(@)" — ny(x)"
y(x)>

/ -n 1
= Y@=

= y'(z)

luego,

y'(x)  u'(x)

ylx)m  1-mn’
Sustituyéndolo en la EDO obtenemos la siguiente EDO lineal que resolvemos siguiendo los
pasos del apartado anterior:

u'(z) = (1 =n) f(z)u(z) + (1 —n)g(z).
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Ejemplo 14: Obtengamos la solucién general de la ecuacién diferencial

1

V(@) = ——syl@) = 5+ 2) (@)

Es una EDO de Bernuilli con n = 2. Dividiendo por y()?, obtenemos:

y’(x)__ 1 1 —lx 4
y(x)? x4+ 2y(x) 2< +2),

y hacemos el cambio de variable:

1
u(z) = M
luego (@)
oy Y
D=y

Lo sustituimos en la EDO y obtenemos la siguiente ecuacién lineal:

/ 1 1 4
u(x):$+2u(a:)+§(x+2) :

Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:

1
U
T+ 2

u'(z) =

()

que es de variables separables y la solucién general es:

ln|u(x)\:/Z/((;))dx:/xide:ln]x+2]+C':>u(x):K(JJ+2).

Variacion de la constante
Consideramos que la constante K depende de x e imponemos que

u(z) = K(z) (x + 2)

es solucién de la ecuaciéon. Tenemos:

esto es,
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de donde obtenemos:

1(z+2)*

K(m)-/%(m+2)3dx—§ T

Luego,

8 8

Deshacemos el cambio de variable y obtenemos:

u(z) = (($+2)4+C’) (x+2) = ($+2)5+C’(x+2).

1 8
Cu(r) (2428 +8C (v +2)
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Ejemplo 15: Obtengamos la solucién general de la ecuacién diferencial

y(z) = 2%y(z) + (2 — 1)e™

y(z)*
Es una EDO de Bernouilli con n = —2. Multiplicando por y(z)?, obtenemos:

Y (@)y(x)” = a®y(x)’ + (2% — 1)e™.
Y tomando u(z) = y(x)* obtenemos v/ (z) = 3y(z)*y'(z) luego la EDO se escribe como la

siguiente EDO lineal:

%u’(x) = 2%u(r) + (2% — 1)e*.

Calculo de la solucién general de la homogénea
La EDO homogénea asociada es:
1 2

gu'(x) =z u(x)

que es de variables separables y la solucién general es:

In [u(z)| = / Z((;“")) dr = 3/x2dx = 2%+ C = u(z) = Ke*'

Variacién de la constante
Consideramos que la constante K depende de x e imponemos que

es solucién de la ecuaciéon. Tenemos:

1

3

SK'(2)e" + 30°K (z)e* = 2?K (z)e®” + (2% — 1)e*,
3~ ~— ——
w'(z) u(z)
esto es,
1
gK’(:c)ex?’ = (2% —1)e*

de donde obtenemos:
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Por tanto,
—23 432 a3
u(z) = (—e + C’) e’ .

Deshacemos el cambio de variable y obtenemos:

y(x) = u(w)"?
—2343z 1/3 2
= (—e —1—0) es.

Cuestiones:

1. Se considera la EDO y/(x) + 3z%y(x) = 22?%. Se pide:

(a) Dar la solucién general de la EDO sabiendo que

9 2
yl(fv):gyyz(ﬂf):nge ’

son dos soluciones particulares de la ecuacién.

(b) Marcar las funciones que son soluciones de la EDO:

E.T.S. Arquitectura. EDO26

(a) yla)=3+e™, (b)) yla)=5+2e",

(€ ylx)=2+2e", (d) y(x)=2

+ 3e~7’.

(c) Hallar la solucién particular de la EDO que satisface y(0) = 1.

2. Indicar de qué tipo es cada una de las siguientes EDOs:

a) v(z)x+ 3sin(x)y(x) + y(x)? =0,

d) y'(2)y(x) + 5y(x) + cos(x) =0,

(
(
(¢) (@ —y(z)’) + 2°y(x)y'(x) = 0,
(
(e) ¥ (x)y(x) + 2%y*(x) + ¥ = 0.

v
b) /(z)sin(z) + sin(z)y(x) + cos(x) = 0,
Y

3. Indicar el cambio de variable que convendria hacer en las siguientes EDOs para

resolverlas:

a) (¢ +2xy(z) +y(2)?) + ay(2)y'(x) = 0,

(
(b) (@) +a%y(a) + a2y (x) =0,
(©) 2 4 a2y(a) +o =0,
(
(

d) (2% —y*(2)) + 2%y (z) = 0,

e) y'(x)+a’y(x) + ¥ 5y = 0.
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2.5 Aplicaciones

2.5.1 Trayectorias ortogonales

Decimos que dos curvas planas se cortan ortogonalmente si sus tangentes en los puntos de
corte son perpendiculares.

Problemas comunes de fisica requiere conocer una familia de curvas todas ellas ortogo-
nales a las curvas de otra familia dada. Por ejemplo, en electrostatica, las lineas de fuerza
son ortogonales a las curvas equipotenciales.

Sea F(z,y(x)) = C la ecuacién de nuestra familia de curvas. La ecuacién diferencial
de dicha familia se obtiene derivando la ecuacién anterior respecto de x. Tenemos:

F(z,y(r)) =C
F,+Fy =0
La familia de curvas ortogonales es la que satisface la ecuacion:
1

Fo=Fyp =0,

Ejemplo 16: Obtener las curvas ortogonales a la familia de curvas dadas por y = C/z,

C #0.
Derivamos respecto de x la ecuacién. Tenemos:

C

yie)=-—>
C
y(z) = >

sustituimos el valor de C' en la primera ecuacién y obtenemos la EDO de nuestra familia:

y@):_xwm)__y@)

Estamos buscando una familia de curvas cuyas pendientes sean ortogonales a las pendientes
de las curvas de la familia dada. Por tanto, buscamos curvas y = y(x) tales que:

x
/
y(r) = —
) y(x)
Operando e integrando la EDO anterior obtenemos:
y(x)* _ a?
=—+ K.
2 2 *

Luego la famila de curvas ortogonales a las hipérbolas de ecuacién y = C'/x es la familia
de las hipérbolas de ecuacién y? — 2% = 2K.
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Ejemplo 17: Obtener las curvas ortogonales a una familia de circunferencias centradas
en el origen de coordenadas.
La ecuacién implicita de la familia de circunferencias centrada en el origen de coorde-
nadas es:
2?4+ y(z)? = C.
Derivando los dos miembros de la ecuacién anterior respecto de x obtenemos:
2z 4 2y(x)y'(z) = 0.

Por tanto, la pendiente en cada punto (x,y(x)) de esa familia de circunferencias es:
x
/
Y@=
y(x)
Por tanto, la familia de curvas ortogonales tiene pendiente
: y(x)
x) ="~
yi(x) ==

Resolvamos la EDO anterior y obtenemos:

y/(x) = lx n r) = In|\x
/y(x>da: _ /xd e n fy(a)| = In |2] + C

= y(z) = Kuz.

Luego la familia de rectas de ecuacién y(x) = Kz es ortogonal a la familia de circunferencias
centradas en el origen.
Ejemplo 18: Obtener las curvas ortogonales a una familia de elipses de ecuacion:

32?4 2y(x)* = C.
Derivando los dos miembros de la ecuacién anterior respecto de x obtenemos:
62 + 4y(x)y'(z) = 0.

Por tanto, la pendiente en cada punto (x,y(z)) de esa familia de elipses es:

6x
/
y(r) =— )
(@) 4y(x)
Por tanto, la familia de curvas ortogonales tiene pendiente
2y(x)
/ JR—
Resolvamos la EDO anterior y obtenemos:
y'(z) / 2 2
/y(x) x 3$ x = In|y(x)]| 3 n x|+

= y(z) = K(2)*".

2/3

Luego la familia de curvas de ecuacion y(z) = K(x)%* es ortogonal a la familia de elipses

de ecuacién 322 4 2y(z)* = C.
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Ejemplo 19: Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas: y* + 2ax = a2,
con a > 0.

Calculamos primero la ecuacion diferencial asociada a dicha familia. Derivando respecto
de x la ecuacién implicita de la familia de curvas; esto es, y(z)? + 2ax = a?, obtenemos:

2y(z)y'(x) + 2a = 0.

Por tanto, dicha famila de curvas satisface las ecuaciones:

y(z)? +2ar = d?,

y(zx)y' (z)+a = 0.

Despejamos a de la segunda ecuacion y lo sustituimos en la primera. Tenemos:

2
y(@)* = 2y(@)y (v)2 = y*(x) (¥ ()",

que es la ecuacién diferencial que describe a la familia de curvas dadas. Las curvas de

la familia ortogonal tienen pendiente —1/y/(x). Por tanto, las trayectorias ortogonales se

obtienen sustituyendo en la ecuacién diferencial de la familia y'(x) por —1/y/(z). Obten-

emos:

Vi) + 29() s

Multiplicando la ecuacién anterior por (y'(x))? obtenemos:

y(@)* (Y ()" + 2y (2)7 = ().

Que coincide con la ecuacién diferencial de la familia de curvas dada. Por tanto, dichas
curvas son autoortogonales.
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Ejemplo 20: Hallar las trayectorias ortogonales a la familia de curvas: y = ax®, con

a # 0.
Calculamos primero la ecuacion diferencial asociada a dicha familia. Derivando respecto
de x la ecuacién implicita de la familia de curvas; esto es, y(z) = az®, obtenemos:

o (z) = 3az’.
Por tanto, dicha famila de curvas satisface las ecuaciones:

y(z) = az’,

y(z) = 3ax’.
Despejamos a de la segunda ecuacion y lo sustituimos en la primera. Tenemos:

y'(x) 3 1
Wﬂf :gyl(f)l',

y(e) =
que es la ecuacién diferencial que describe a la familia de curvas dadas. Las curvas de
la familia ortogonal tienen pendiente —1/y/(z). Por tanto, las trayectorias ortogonales se
obtienen sustituyendo en la ecuacién diferencial de la familia y'(x) por —1/y/(z). Obten-
emos:

esto es,
By(a)y (z) = —x,

e integrando la ecuacion anterior obtenemos:

3 1

Luego la familia de curvas ortogonales es:

3y*(z) + 2* = 2C.
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2.5.2 Trayectorias parabdlicas

Problema: Hallar la curva y = y(x) tal que los rayos paralelos al eje de las x que inciden
sobre la curva al reflejarse pasan todos por el origen de coordenadas.

Por la ley de la reflexién tenemos que el dngulo de incidencia « es igual al dangulo
reflejado 3. Luego, a = (.

Sabemos que 3’ = tga y

tg2a = g.
x
Por tanto, como
sin 2cv 2 sin av cos «v Q?ﬁ 2tga
tg2a = = o = = 2
cos2a cos?a—sin‘a 1 —sra 1 —tgiq
COs“ «x
se tiene: 0/
Yy Y N2 ’
S 22y —y = 0.
e  0E y(y')" +2zy —y
Despejando 3’ obtenemos:
J = —x & /a2 + 92
y )

que es una EDO homogénea. Hacemos el cambio u(x) = y(x)/z. Tenemos:

—z + \/a? + 22u?(x)

zu'(z) + u(z) =

esto es,

u(z) oy L
14+ u?(z) £ 1+u2(x)u(x)_ T

(Tomamos la raiz positiva). Integrando obtenemos:
t
/ u(@ u'(x)daf = /Q_dt
1+ u?(z) + /14 u?(x) 2=1+4u2(z), tdt=u(x)u/(z)dx | 12+t

1
= /H_—ldt:ln|t+1|:111\\/1+u2(:17)+1|.

Por tanto,
1
In|/1+u?(z)+ 1 :—1n|x|+C:lnm+C’.
x
Luego,
1 2 1 ?
1+ u2(z) + 1 ORI U Gy "SI R
|z ? kd
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3 Ecuaciones diferenciales ordinarias de orden superior

Estudiamos en este tema las EDO de orden superior:

F(z,y(@),y (@), ..., y" " (2),y"(2)) = 0.
Dentro de esta clase de ecuaciones nos restringiremos al caso en el que la funcién F' es
linea, esto es, la EDO se escribe de la siguiente forma:

ao(2)y™ (@) + a1 (x)y" (@) + - - + ana (@)Y (2) + an(2)y(z) = b(2).
Si b(z) = 0 diremos que la EDO de orden n es lineal y homogénea y si b(x) no es idénti-

camente cero, diremos que la EDO es no homogénea.

Si las funciones a;(x), 0 < i < n, son constantes, diremos que la EDO lineal es de coefi-
cientes constantes.

Ejemplos:
1. La ecuacién y"”(x) = sin(zy(z)) + ¢'(z) es una EDO de tercer orden no lineal.

2. La ecuacién y”'(z) = sin(z)y(z) + ey (x) + (22 +2)y" () es una EDO de tercer orden
lineal homogénea con coeficientes no constantes.

3. La ecuacién y"”(z) = sin(z)y(z) + ey (z) + (22 + 2)y"(x) + cos(z) es una EDO de
tercer orden lineal no homogénea con coeficientes no constantes.

4. La ecuacién y"(x) + 7y"(z) + 8y'(x) + by(z) = cos(z) es una EDO de tercer orden
lineal no homogénea con coeficientes constantes.

La solucién general de una ecuacion lineal de orden n no homogénea
ao(2)y" (x) + ar(x)y" (@) + -+ an1(2)y (2) + an(2)y(z) = b(2),

se escribe como la suma de la solucién general de la homogénea més una solucién particular
de la no homogénea.
Si yn(z) es solucién de la homogénea se tiene:
n n—1
ao(@)yy (2) + an @)y (@) + -+ o (@)y3(0) + an(@)yn(x) = 0.

Y si y,(z) es una solucién particular de la no homogénea entonces:

ao(2) (Y + yp) " (@) + -+ + an1(2) (yn + ¥p)' (@) + an (@) (yn + 1) (2)

(n

= ap(@)yy" (@) + - + a1 (2)yh(2) + an(@)yn()

J/

-

+ao()y () + -+ + an 1 (1) (x) + an(@)yp(2)

J/

-~

b(z)
= b(x).

Empezaremos con las ecuaciones lineales de segundo orden.
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3.1 Ecuaciones lineales de segundo orden

La ecuacién diferencial lineal de segundo orden general es:

y' (@) + ay(2)y () + az(z)y(x) = b(x). (6)

La ecuacién lineal de segundo orden homogénea asociada a la anterior ecuacion es:

y'(x) + a1 (2)y'(x) + az(z)y(x) = 0. (7)

Tenemos los siguientes teoremas:
Teorema: La solucién general de una ecuacién lineal de orden 2 no homogénea

y'(x) + a1 (2)y'(2) + az(z)y(x) = b(x),

se escribe como la suma de la solucién general de la homogénea més una solucién particular
de la no homogénea.

Teorema: Siy;(x) e yo(z) son dos soluciones cualesquiera de la ecuacién lineal homogénea
(7, entonces

cy1(w) + caya(x)

es también solucién de para todo par de constantes ¢y, cs.
Demostracién: Se tiene:

(c1y1 + cay2)” (2) + a1 (z) (eryn + c2ya)’ () + as(x) (crys + cayp) ()
— W) + 0 @) + (el (0)) + () + a(Dh(r) + oa(e)ya(o)

= 0.

Diremos que c¢1y1(x) + coya(x) es la solucion general de la ecuacién lineal homogénea
(7) siempre que yi(z), y2(z) sean funciones linealmente independientes.

Una condicién necesaria para que el sistema de funciones {y;(z), y2(z)} sea linealmente
dependiente en [a, b] es que el siguiente determinante, que se denomina wronskiano,

Wnae)(o) = | Y |

sea identicamente nulo en un intervalo [a, b].
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Ejemplo: Comprobar que y;(x) = 1y yo(z) = e~ * son soluciones independientes de la
ecuacion
y// _"_ y/ — 0

Se tiene:

yi(z)+y(r) = 040=0,

x —X

vo(z) +oh(z) = e —e" =0,
y ademas el wronskiano de estas dos funciones es:

W) =| o 5,

Por tanto, la solucién general de la ecuacion es: y(z) = ¢ + cpe™ ™.
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3.1.1 Ecuaciones lineales de segundo orden con coeficientes constantes

La ecuacién diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes es:
y' (@) + a1y () + azy(z) = b(z).
La ecuacién lineal de segundo orden homogénea asociada a la anterior ecuacion es:
y'(z) + ary'(z) + azy(z) = 0.
Estrategia:

1. Buscar la solucién general y, de la ecuacién homogénea asociada.
2. Buscar una solucién particular y, de la no homogénea.

3. La solucién general de la ecuacién es y = v, + yp.

Calculo de la solucién general de la ecuacién homogénea de orden 2 Tomando
y(z) = e y sustituyéndolo en la ecuacién homogénea obtenemos:

0 = ¢'(z) +ay'(z) + azy(x)
= A2 4 e+ age™
(/\2 + a )\ + ag) M.

A > 0 la ecuacién anterior se satisface para los valores de \ que satisfacen la

Como e
ecuacion:

N4+ a\+ay =0,

que llamamos ecuacion caracteristica de la EDO de segundo orden. La ecuacién caracteris-
tica es de grado dos y tiene dos soluciones. El discriminante de la ecuacién caracteristica
es: A = a? — 4as.

e Si A = a? — 4ay > 0 las dos soluciones A1, Ay de la ecuacién son reales y distintas y
y1(x) = eM®, yy(x) = e*2® son soluciones independientes, pues

6)\11‘ 6)\2:0

W(yh y2)(aj) - ' )\16/\11 )\26)\21 = ()\2 - )\1)6/\1926)\250 7£ 0.

Por tanto, la solucién general es:

y(x) = c1eM® + e,
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e Si A = af —4ay = 0 la solucién A\ = —% de la ecuacién es doble y y(z) = eM”
es solucién. Para formar la solucién general de la ecuacién homogénea necesitamos
otra solucién de dicha ecuacién. Probamos con y(z) = ze*®. Tenemos:

0 = y5(x) + arys(x) + azya(v)
= (2)\16’\” + zx\%e)‘””) + a; (e>‘1x + x)\le’\”) + asxe™M®

_ 20 +a; + (A + arh +ag) | M
—_——

N ~~ g
0 pues /\1:—(%1 0
Las soluciones y;(z) = eM?, yo(x) = 2eM? son independientes, pues

Ax A1x
. e xre 2\
W(yla yg)(.I) - )\le)\lx e)q;v T l')\16>\1$ =€ 7é 0.
Por tanto, la soluciéon general es:

Ax Az

y(x) = 1™ + coze

e Si A = a?—4ay < 0 las dos soluciones \;, Ay de la ecuacién son complejas conjugadas,
)\1:Oé+iﬁ, )\QZCY—’iB.

Las funciones y;(z) = eM® y(x) = €% son funciones complejas. Nétese que te-
niendo en cuenta la férmula de Euler

e = cosf + isinf

se tiene
yi(z) = eMT = 0T HIT — 0T iBT — 0T (cog(B) + isin(Ba)),
ya(z) = e = e (cos(—Bx) +isin(—pz)) = e** (cos(Bx) — isin(pz)).

Como y; () = eM® yo(x) = e2* son soluciones de la ecuacién homogénea, combina-
ciones lineales de dichas soluciones también son soluciones de la ecuacién homogénea.
Tomamos:

urlr) = 3 (o) + () = e cos(),

up(z) = — (yi(z) —4a(2)) = e sin(fa).

Son soluciones reales e independientes. La solucién general se escribe como sigue:

y(x) = e (¢1 cos(fx) + cosin(fx)) .
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Ejemplo: Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién: y” + 3y’ — 4y = 0.
La ecuacién caracteristica de dicha ecuacién es:

M43\A—4=0

que tiene raices:

A

2 —4

Por tanto, la soluciéon general de dicha ecuacion es:

_—Si\/9+16_{ 1

y(r) = c1e” + coe .

Ejemplo: Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién: y” — 6y’ + 9y = 0.
La ecuacién caracteristica de dicha ecuacién es:

M—6A+9=(1-3)?=0

que tiene raiz A = 3 doble. Por tanto, la solucién general de dicha ecuacion es:

y(z) = c1® + cpwe’®.

Ejemplo: Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién: 2y” + 2y’ + 3y = 0.
La ecuacién caracteristica de dicha ecuacién es:
X2 4+2X0+3=0

que tiene raices complejas:

\ —24+V4—-24 —1+iV/5 1i,\/5
= = = —— 11—
4 2 2 2

Por tanto, la solucién general de dicha ecuacién es:

y(x) = e™/? <01 cos (?m) + co8in (?x)) :
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Calculo de la solucién particular de la ecuacién no homogénea Usaremos el
método de los coeficients indeterminados para hallar una solucén particular y, de la
ecuacién no homogénea con coeficientes constantes:

y'(2) + a1y (z) + azy(z) = b(x).
Veamos varios casos particulares:

e El término independiente de la ecuacion b(x) es una funcién polinémica de grado n.
Entonces tomamos como candidata a solucién particular de la ecuacién un polinomio
del mismo grado:

y,(z) = Ax" + Ba" P+ Ca™ 2 4 - -

donde A, B, C, ... son los coeficientes indeterminados. Sustituyéndolo en la ecuacién
despejamos de los valores de los coeficientes indeterminados.

Ejemplo: Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién: y” — 2y’ +y = 322 + 22 — 20.
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es: \> —2A+1 = (A—1)2 =0, que
tiene raiz doble A = 1. Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea asociada
es:
yn = c1€” + cowe”.

Para hallar una solucién particular de la ecuacién tomamos: y, = Az* + Bz + C. Susti-
tuyéndolo en la ecuacién obtenemos:

2A — 2(2Ax + B) + A2 + Bx + C = 32* + 2z — 20.

De donde, igualando coeficientes:

A = 3,
—4A+B = 2,
2A—2B+C = —20,

obtenemos
A=3, B=14, C=2.

Por tanto, la solucién general de nuestra ecuacién es:

Yy = cre’ + coxe” + 322 + 14z + 2.
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e El término independiente de la ecuacion b(z) es una funcién exponencial; por ejemplo,

ax

y' (@) + ary'(z) + azy(z) = e
Tomamos y,(x) = Ae*, donde A es el coeficiente indeterminado. Sustituyéndo
yp(z) = Ae™ en la ecuacién tenemos:

A (a2 + aja + ag) et = e,

Por tanto, si a® + aja + as # 0 entonces
1
a2+ aja+ay

A=

Si a® + a1a + ay = 0 entonces a es una raiz doble de la ecuacién caracteristica de la
ecuacién homogénea asociada. En este caso tomamos: y,(r) = Aze®. Sustituyén-
dolo en la ecuacién tenemos:

(2Aae™ 4 Aa’ze™) 4 ay(Ae™ + Aaze™) + agAze™ = e,

esto es,
A(2a + ay + (a2 + a1a + ag)x)e‘”‘ =™,
0
Luego si 2a + a; # 0 entonces
1
C20+4ay
Si 2a 4+ a; = 0, esto es, a = —ay /2 entonces probarfamos con y,(x) = Ar?e®.

Ejemplo: Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién: y” + 3y’ — 10y = 6e2.
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es: A\* + 3\ — 10 = 0, que tiene

raices:
3 +v9+40 -3xT7 2
B 2 2 | -5
Por tanto, la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea asociada es:

A

Yn = 1 + cpe” "7,
Para hallar una solucién particular de la ecuacién tomamos: y, = Ae*. Sustituyéndolo en
la ecuacién obtenemos:

A16e™ + A12e™ — A10e* = 6e*.

De donde,

A=t
3

Por tanto, la solucién general de la ecuacion es:

1
y = 6162:1: +026—5m + 564:5.
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Ejemplo: Hallar la solucién general de la siguiente ecuacién: 3" — 4y = 3e2*.
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es: \* — 4 = 0, que tiene raices:

A=2yA=-2

Por tanto, la soluciéon general de la ecuaciéon homogénea asociada es:

yn = c1e* + coe 7.

Para hallar una solucién particular de la ecuacién tomamos: y, = Axe*” pues sabemos que

€2 es solucién de la homogénea y por tanto y = Ae?* no es solucién particular de la no

homogénea. Sustituyéndo y, = Azre? en la ecuacién obtenemos:
A (2629” + 2e%® + 41‘62x) — 4Aze* = 3™

de donde,

3
A=".
1

Por tanto, la solucién general de la ecuacion es:

3
y = 1% 4 coe” X 4 erh.
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e El término independiente de la ecuacién b(z) es un sin(Sx) o cos(fz). En este caso
tomamos

yp(z) = Asin(Sz) + B cos(fSz),

donde A, B son los coeficientes indeterminados. Los coeficientes indeterminados A, B
se pueden calcular sustituyendo la solucién particular en la ecuacién e igualando
coeficientes.

Ejemplo: Hallar una solucién particular de y” + y = sin(x).
Tomamos
Yp(z) = Asin(z) + B cos(z).

Sustituyendo dicha solucién en la ecuaciéon obtenemos:
—Asin(x) — Bceos(z) + Asin(x) + Bcos(z) = sinz <= 0 = sin(x).

En este caso y,(r) = Asin(x) + Bcos(z) es solucién de la ecuacién homogénea, asi que
probamos con
Yp(z) = z(Asin(x) + B cos(z)).

Tenemos:

y,(r) = Asin(x)+ Bcos(z) + z(Acos(x) — Bsin(x)),
y,(x) = 2(Acos(x) — Bsin(x)) — x(Asin(x) 4 B cos(z)).

Por tanto, sustituyéndolo en la ecuacién obtenemos:
2(Acos(z) — Bsin(x)) — x(Asin(z) + Bcos(z)) + z(Asin(x) + B cos(z)) = sin(x),
esto es, igualando el coeficiente de sin(z) y el de cos(z) obtenemos:
94 =0, —2B=1.
Por tanto,

y(x) = yn(@) + yp(2)
= Asin(x) + Bcos(z) — %m cos().
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e Principio de superposicién: Si y;(x) es solucién de y" + a1y + asy = bi(z) y
yo(z) es solucion de y” + a1y’ + asy = bo(x), entonces y;(x) + ya(x) es solucién de
Y + a1y + asy = by(x) + ba(x).

Ejemplo: Hallar una solucién particular de y” + 4y = 4 cos(2x) + 4 cos(z) + 8z2 — 4.
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es: A\* + 4 = 0, que tiene raices
complejas £2¢. Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es:

yp = €1 cos(2z) + o sin(2x).

Como ¢; cos(2z) + ¢ sin(2x) es solucién particular de la homogénea y en el término inde-
pendiente de la ecuacién tenemos 4 cos(2x) tomamos

y1 = Ax cos(2x) + Brsin(2x).
Como en el término independiente también tenemos 4 cos(x) tomamos
yo = C cos(z) + Dsin(z),
y como también tenemos: 822 — 42 tomamos
ys = Ex* + Dz + F.
Por tanto, como solucién particular tomamos:
Yy, = Az cos(2z) + Bxsin(2x) + C cos(x) + Dsin(z) + Exz® + Dz + F.

Sustituyéndolo en la ecuacién obtenemos:

y, +4y, = —4Asin(2x) + 4B cos(2z) — 4Ax cos(2x) — 4Bw sin(2x)
—C'cos(z) — Dsin(z) 4+ 2F
+4 (Az cos(2z) + Bwsin(2z) + C cos(z) + Dsin(z) + Ex* + Dz + F)
—4Asin(2r) + 4B cos(2x) + 2E + 3C cos(x) + 3D sin(x) + 4Ex* + 4Dz + 4F
4 cos(2z) + 4cos(z) + 822 — 4.

Por tanto,

A =0, B=1 C=4/3
E =2 D=-1 F=-1,

y la solucion general de la ecuacién es:

Yy = Ynt Yp
4
= ¢y c08(2x) + co8in(22) 4+ sin(2z) + 3 cos(z) —sin(z) + 22> — 2 — 1.
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Ejemplo: Hallar una solucién del problema de valor incial:

y" — 4y = 3cos(2z) + 8z + 2

1
y'(0) = 0.

La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es: A\* —4 = 0, que tiene raices reales

distintas A = 2, A = —2. Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea asociada

es:
yn = c1e** + coe 7.
Como solucién particular de la ecuacién y” — 4y = 3 cos(2x) probamos con

y1 = Acos(2z) + Bsin(2x).

Tenemos:
Yy = —2Asin(2x) + 2B cos(2z),
y; = —4Acos(2x) —4Bsin(2z) = —4y;,
por tanto yi +4y; =0y
Y =4y = =8y
= —8(Acos(2z) + Bsin(2x))
= 3cos(27)

de donde A = —-3/8 y B = 0.
Como solucién particular de la ecuacién 3" — 4y = 822 + 2 probamos con

Yo = Az* + Bz + C.
Tenemos:
yy —4dys = 2A — 4 (A2® + Bx 4+ C) = 82% + 2

de donde A= -2, B=0, C = —-3/2.
Luego, la solucion general de la ecuacién es:

Yy = Ynth +Y2
3

= 1® + e " — 2 cos(2w) — 227 — 3.

Si queremos ademas que y(0) = 1/8 y 3/(0) = 0 entonces como

y'(z) = 216 — 2c0e7 %" + 3 sin(2x) — 4,

tenemos:

y(0) = c1€”+ e’ — 2 cos(0) —

~ate-i-i=t
y'(0) = 2c1€” — 2¢0¢” + 2 5in(0)

= 261 —202 :O,

N

de donde ¢; = ¢ = 1.
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3.2 Meétodo de variacién de las constantes

El método que vamos a desarrollar nos servird para encontrar una solucién particular de
una ecuacion lineal de segundo orden con coeficientes no constantes de la forma

y' +p(@)y + q(z)y = r(z).

Suponemos conocidas dos soluciones y; (), y2(z), de la ecuacién homogénea asociada. Por
tanto,

y(@) = ey (z) + caga()

es también solucién dela homogénea. Veamos que condiciones deben satisfacer las funciones
c1(x) y co(x) para que y(z) = ¢1(x)y1(x) +co(z)y2(x) sea solucién de la ecuacién. Tenemos:

Y (z) = (@) () + ea(2)a(7) + A (2)ya () + c5(2)y2().

Vamos a pedir:
@)y (x) + y(x)y2(x) = 0,

y entonces

Y(@) = al@)y(@)+ (@),
y'(x) = a@)y(z) + )y (z) + (2 (z) + &(@)yh ().

Sustituyéndolo en la ecuacién obtenemos:

y' o)y +ql@)y = a(@)y) () + @)y () +
) )

= r(x).

Por tanto, buscamos ¢ (x), co(z) tales que:

8

A(@)yi(x) + 3 (z)ya(x) = 0,
@)y (x) + ca(r)ya(e) = r(w),

De donde, resolviendo el sistema lineal anterior por Cramer, se obtiene:

oy - @) )
' W (y1,ys)’ W (y1,y2)
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Ejemplo: Hallar la solucién general de la ecuacién y” +y = olsx'

La ecuacion caracterfstica de la ecuacién homogénea es A\ + 1 = 0. Tiene dos raices
complejas £ y la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es:

Yp = €1 COST + CoSin .

Por tanto, dos soluciones de la ecuacion homogénea son: y;(x) = cosx y yo(z) = sinz y
aplicamos el método de variacién de las constantes. Tenemos:

cosx sinx

W(y17y2) = = 1.

—sinx cosx

Buscamos ¢ (), cy(x) tales que:

1

, sin x sinx
alr) = _W(yliogj:) " cosa’
COS T —
2= W)
Por tanto, '
ci(z) = / (S:;I;zdx = —In|cosx| + k.
y

co(z) = /1d$ =x + k.
Por tanto, la solucién general de nuestra ecuacién es:

y(r) = (—In|cosz|+ ki)cosx + (v + k) sinx

= —In|cosz|cosx + rsinx + k1 cosx + kysinx
N _J/ - >

TV VvV
solucién particular de la EDO solucién general de la EDO homogénea
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Ejemplo: Hallar la solucién general de la ecuacién y” + y = tg(z).
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es \* + 1 = 0. Tiene dos raices
complejas £ y la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es:

Yp = €1 COST + Ccysin .

Por tanto, dos soluciones de la ecuacién homogénea son: y;(x) = cosx y yo(z) = sinz y
aplicamos el método de variacién de las constantes. Tenemos:

cosr sinzx

Wy, y2) = ‘ —sinz cosx | L
Buscamos ¢ (), cy(x) tales que:
, _sinztglr) .,
ci(x) Wor.v0) =sin"z——,
coszrtg(r) .
A(r) = —=2 =sinuz.
>(7) Wy, y2)
Por tanto,
1 1— 2
c(r) = /sian d:p:/ﬂda:
Cos T CoS T
1 1 1
= /( —COSI) dx:/( —cosx) cos xdx
cos T cos T CoS T
1
= cos rdx = —1)dt
COS2 t=sinz, dt=coszdzx 1 —t2
12 1/2 1
= dt =—=1In|l—-1¢ 1 1+t —t
/(1t1+t) gl =t g lnjl+
14t 1 +sinz >
= In t=1n ﬂ —sinx + k.
1—¢ 1—sinz
y

co(z) = /Sinxdx = —cosx + k.

Por tanto, la solucién general de nuestra ecuacién es:

1+sinz\"? .
y(z) = |In|——— —sinz + &y | cosz + (—cosx + ko) sinz

1—sinzx

1 —sinx

1+sinx / . .
= 1n<—,) cost — 2sinxcosx + [flcosa%l—kgsmsg

~
-~ - solucién general de la EDO homogénea
solucién particular de la EDO
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Ejemplo: Hallar la solucién general de la ecuacién y” — 3y’ + 2y = €3(2? + 3).
La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea es A> — 3\ + 2 = 0. Tiene raices
A =1, A =2y la solucién general de la ecuacién homogénea asociada es:

2
Yn = c1€” + coe™.

Por tanto, dos soluciones de la ecuacién homogénea son: y;(z) = €* y ya(x) = e** y

aplicamos el método de variacién de las constantes. Tenemos:

x €2x

e
W(yl,yZ) _‘ P 262(17

=’

Buscamos ¢ (), cy(z) tales que:

,(CL') _ _QQ(I')T([E) 612 I) _ yl(m)r(m)

c - )
' W (y1, ) W (Y1, y2)
2x 3x (.2
+3
c(z) = e vy éfm ):—er(scz—l—B),
T 3% (.2
+3
dz) = T2 gj ) — e+ 3).

Por tanto,
c(x) =— /6290(:62 + 3)dz.

Integramos por partes dos veces tomando u = 2243 y dv = e**dz. Obtenemos:
c(z) = — /e2$(x2 +3)de = —1e** (22 — 204 7) + ku,
y andlogamente integrando por partes dos veces tomando u = 2%2+3 y dv = €”dx obtenemos
ca(z) = /em(x2 + 3)dr = e (2* — 22 + 5) + ko.

Por tanto, la solucién general de nuestra ecuacién es:

y(x) = kie® + koe*® + f?’m(%f — 3+ %z

solucién general de la EDO homogénea  ¢glycién parti;lrllar de la EDO
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COMPROBACION: Sustituimos la solucién particular de la EDO y,(z) = 3*(32% — 2z +

2
1) en la ecuacién y” — 3y’ + 2y = €**(2? + 3). Tenemos:

3 13 1
Y, = 83905 (x2 — 3z + ?) + 63’”5 (2z — 3)
1 13
= 63905 (31’2 — Tz + 3)
3 13 1
y, = 63“3 (31*2 —Tx + ?> + 63955 (6x —T7)
1 5
= = (927 — 150+ = ).
e 5 < z T+ 7
Por tanto,
Yy — 3y, + 2y,
1 5) 1 13 1 13
= 63”35 <9x2 — 15z + 5) — 363375 (3x2 —Tr+ 7) + 2639”5 (x2 — 3z + ?>

1 1
= 63365 (9:752 — 15x+g—9x2+21x—3§—|—2x2 — 61 + 13)

= (x2 + 3) )
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3.3 Ecs. lineales de orden superior con coeficientes constantes

Para las ecuaciones de orden superior se procede de manera andloga a como se ha hecho
para las de ecuaciones de orden 2. Estudiaremos algunos ejemplos:

Ejemplo: Hallar la solucién general de la ecuacién y"” — 2y" —/ + 2y = 4.

Como el orden de la ecuacién es 3 la solucién general de la ecuacién homogénea es
combinacién lineal de 3 funciones. La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea
asociada es:

M2 A 4+2=A-1(A-2)(A+1)=0.
Por tanto, las tres raices son reales y distintas y la solucién general de la ecuacién ho-

mogénea es:
yh<$) = Cle"” + 026290 + 036796.

Como el término independiente de la ecuacién es de tipo polinémico b(x) = 4 tomamos
yp(r) = A. Entonces, al sustituirlo en la ecuacién obtenemos:

2A=4 = A=2.
Luego la solucién general de la ecuacién es:

y(x) = yu(x) + yp(z)
= Clex -+ 02623: + 036_$ + 2.

Ejemplo: Hallar la solucién general de la ecuacién y™* + 6y + 14y” + 16y + 8y = 24.
Como el orden de la ecuacién es 4 la solucién general de la ecuacién homogénea es
combinacién lineal de 4 funciones. La ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea
asociada es:
A 6% + 1407 + 160 + 8 = (A* + 20 +2) (A +2)* = 0.

Por tanto, tiene una raiz real doble A = —2 y dos complejas conjugadas A = —1 +i. La
solucion general de la ecuacién homogénea es:

yn(z) = Cre™ + Come™ > + € " (C cos(z) + Cysin(z)).

Como el término independiente de la ecuacién es de tipo polinémico b(z) = 24 tomamos
yp(z) = A. Entonces, al sustituirlo en la ecuacién obtenemos:

8A=24 — A=3.
Luego la solucion general de la ecuacion es:

y(@) = yn(x) +yp(e)
= Cie™ ¥ 4 Come ™ + e (O3 cos(z) + Cysin(x)) + 3.
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4 Sistemas lineales de EDOs

Un sistema lineal de EDOs de primer orden es un sistema de ecuaciones de la forma

7y(t) = ai()21(t) + ai(H)aa(t) + - - + af (Dan(t) + fit)
7y(t) = ag(t)a1 (t) + a3 (H)ra(t) + -+ + ag (t)aa(t) + fa(t) ®

2 () = aky (02 () + a2, (Da(t) + -+ a2 (D)a(t) + fon(t)

donde x;(t), 1 < i < n, son las funciones incégnita. Supondremos el caso en el que el
nimero de ecuaciones es igual al niimero de incégnitas; esto es m = n.
El sistema se puede escribir matricialmente como sigue:

3 (t) aj(t) ai(t) -+ ai(t) 1(t) fi(t)
B | | do @ - @ || e h()
) = ) . : ) +
2,,(t) an(t) an(t) - ap(t) Zn(t) fa(t)
A la matriz
a%(t) a;(t) ag(t)
At) = ay(t) (12:@) ay(t)
ay(t) ap(t) ap (t)
la denominaremos matriz de coeficientes y a los vectores
(1) fi(t)
. xo(t ~ 2(t
¥ =| " | vio=| "
T (t) fa(t)

los denominaremos wvector de funciones inciégnitas y vector de términos independientes
respectivamente. Si F (t) = 0 diremos que el sistema es homogéneo. Y si los coeficientes
del sistema son constantes; esto es, la matriz A(t) no depende de t, diremos que el sistema
es de coeficientes constantes.
Tenemos los siguientes teoremas:

Teorema: La solucién general de un sistema lineal de EDOs no homogéneo X (t) se
escribe como la suma de la solucién general del sistema homogéneo asociado )Z'h(t) mas
una solucién particular Xp(t) del sistema no homogéneo; esto es,
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Teorema: El conjunto de soluciones de un sistema lineal de EDOs homogéneo de n in-
cognitas es un espacio vectorial de dimensiéon n. Por tanto, combinaciones lineales de
soluciones son soluciones y si {X;(t), ..., X.(t)} son n soluciones independientes del sis-
tema entonces . .

a1 Xy (t) + -+, Xy (1)

es también solucién del sistema homogéneo todo conjunto de constantes cy, ..., c,.

Diremos que ¢, X; (t)+-- -—l—cn)?n(t) es la solucion general del sistema lineal y homogéneo
de EDOs siempre que {X;(),...,X,(t)} sean linealmente independientes. El conjunto
de n soluciones independientes {X;(¢), ..., X,(t)} se denomina sistema fundamental. Y
llamamos matriz fundamental a la matriz formada por el sistema fundamental.

Una condicién necesaria para que el sistema {X;(), ..., X, (t)} sea lincalmente inde-
pendiente en un entorno [a,b] es que al determinante de la matriz fundamental, que se
denomina wronskiano,

W(Xy,..., X)) = ](Xa)?n)

no sea identicamente nulo en [a, b].

Estrategia: Para hallar la solucién general de un sistema lineal, no homogéneo de n EDOs
de primer orden procederemos como sigue:

1. Buscaremos el sistema fundamental de soluciones; esto es, n soluciones particulares
{X1(t),...,X,(t)} independientes del sistema homogéneo asociado.

2. Por tanto, la solucién general del sistema homogéneo asociado es de la forma:
Xn(t) = 1 X1 (8) + -+ + e, X (1)
con cq,...,C, constantes arbitrarias.
3. Buscaremos una solucién particular )?p(t) del sistema no lineal.

4. Por tanto, la solucién general del sistema no lineal es:

—

X(t) = Xu(t) + X,(t).

NOTA: En este tema trataremos sélamente el caso de sistemas lineales con coeficientes
constantes.
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4.1 Sistemas lineales homogéneos de EDOs

Consideremos un sistema homogéneo dos ecuaciones y dos incognitas: las funciones = =
z(t) e y = y(t). Tenemos:
{ 2/ (t) = ayx(t) + byy(t)
y'(t) = azx(t) + bay(t)

o equivalentemente

de +b
— =

dt 1 1Y,
d

d_?zi = aox + boy.

La matriz de coeficientes del sistema es:

_ ar by
M= ( moh ) |
Vamos a probar con soluciones del tipo:
o(t) = AeM, y(t) = BeV,

donde X, C7, C5 son constantes. Sustituyéndolo en el sistema de ecuaciones obtenemos:

BkeM = ayAeM + by Be. 0=ayA+ (by — \)B.

() (5) = ()

Como la solucién A = B = 0 no nos interesa porque es la trivial para tener una solucién
distinta de la trivial tenemos que hallar los valores de A que sona utovalores de la matriz
M para los cuales:

{ AkeMN = a; AeM + by BeM, { 0= (a; —N)A+bB,
=

al—)\ bl
(05} bg—)\

-

que se denomina la ecuacion auxiliar del sistema. Por tanto, (A, B) es un autovector
asociado al autovalor A de la matriz M. Para obtener un sistema fundamental necesitamos
por tanto dos autovectores linealmente independientes de la matriz M.

Empezamos viendo los posibles casos en funcién de las soluciones de la ecuacion auxiliar:

e Raices reales distintas
e Alguna raiz real doble

e Raices complejas conjugadas
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Raices reales distintas Sean \{, Ay las dos raices reales distintas de la ecuacién auxiliar.
Para A\; (resp. \;) hallamos (A;, By) autovector asociado al autovalor A; (resp. (As, Bs)
autovector asociado al autovalor \;); esto es soluciones del sistema de ecuaciones:

0= (a1 — )\1)A -+ blB, 0= (Cll — )\Q)A -+ blB,
resp. .
0= CLQA + (bg - )\1)B, 0= CLQA + (bg - )\2)B7

Por tanto, en este caso

0-{(3) (£)~)

es un sistema fundamental. La matriz fundamental del sistema es:
@(t) - Ale'm Aget)\2 . Al AQ €>\1t 0
o B1€t>\1 BQ€t)‘2 o Bl B2 0 6)‘2t
LLamaremos matriz fundamental a la matriz y la solucién general del sistema es de la
forma: o
z(t) \ AL\ e Ao\
(y<t>)—01<31)6 )o@

{ ZL’(t) = C’lAle’\lt + 02A2€/\2t7

esto es,

y(t) = 01B1€)\1t + OQBQG/\Qt,

es la solucion general del sistema.
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Ejemplo: Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones:

% 6) = (0) + ),

dy
4x(t) — 2y(t).

“(t) = 4a(t) - 29(1

La ecuacién axiliar es:

1—A 1

0:’ 4 -2

‘:A2+>\—6:()\+3)(>\—2)~

Para A\ = 2 buscamos un autovector asociado a dicho autovalor; esto es, (A, B) solucién
del siguiente sistema:

— A=B.
0=4A+(-2-2)B

Por tanto, una solucién no trivial es (A, B) = (1,1) y

(i )= (1)

es una solucién particular del sistema.
Para A\ = —3 buscamos un autovector asociado a dicho autovalor; esto es, (A, B)
solucion del siguiente sistema:

(1+3)A+ B
{0—4A+(2+m

{O:Q—mA+B

= 0=4A+B.
Por tanto, una solucién no trivial es (A4, B) = (1,—4) y

()= ()

es una solucién particular del sistema.

Luego,
o-{(1)a (1))

es un sistema fundamental del sistema y la solucién general del sistema es
z(t) (11 et 0 o
y(t) N 1 —4 0 e3 Cy
_ 1 2 1 —3t
—Cl(l>€ +02(_4)€

{ z(t) = Cre® + Coe™3t,

equivalentemente

y(t) = Cre? — 4Cye 3
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Ejemplo: Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones:

2 (t) = 3x1(t) + 222(t) + dxs(t),

xh(t) = —2xq(t) + 222(t) — 223(1),
xh(t) = by (t) + 222(t) + 3x3(t).

La matriz de coeficientes del sistema es

3 2 5
A=\ -2 2 =2
5 2 3
Los autovalores de A son \; = —2, \y =4 y A\3 = 6 y los autovectores asociados son
-1 1 1
0 asociado a A = —2, -2 asociado a A = 4, -1 asociado a A = 6.
1 1 1

Por tanto, un sistema fundamental del sistema es
d(t) = 0 e, | =2 e | =1 |},

y la solucion general del sistema es

vl (t) —1 1 1 6_2t 0 0 Cl
xo(t) = 0 -2 -1 0 e 0 Cy
z3(t) 1 1 1 0 0 e Cs
-1 1 1
= Cl 0 67215 + 02 -2 €4t + 03 —1 €6t.
1 1 1
equivalentemente

(El(t) = —016_% + Cg€4t + 03€6t,

i) (t) —202€4t — Cg@ﬁt,
Q?g(t) = Cle_2t + CQ€4t + Cg€6t.
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Raiz real doble Sea ) la raiz real doble de la ecuacién auxiliar. Para A\ hallamos A, B
soluciones del sistema de ecuaciones:

0= (a1 - )\)A‘i‘ blB,
0= (IQA + (bg - )\)B,

entonces * = AeM, y = Be* es una solucién particular del sistema. Para obtener la
solucién general necesitamos otra solucién particular. Probamos con

xr = (Al + tAg)e’\t,
y = (B +tBy)e,

esto es,

La derivada es:

y obtenemos:

Ay M Ay At Ay Y Ay M Ay M
)\(Bl>e +t)\(B2 e + B, e =M B, e +itM B, e

multiplicando por e

obtenemos:

e igualando los coeficientes de ¢ y los términos independientes,

u(z) = (5)
o= () = (5)

A i
( 32 ) es autovector de M asociado al autovalor A,
2

Ay : A\ [ A
( B, ) satisface (M — AI) < B, ) = ( B, )

Conclusion:
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Ejemplo: Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones:

dx
—=3z—-4
i T Y,
dy
— =T —
dt y
La ecuacién axiliar es:
O—' 1 _1_)\‘—)\ 20 +1=(A—-1)~

Para A\ = 1 buscamos (A, B) autovector asociado a A = 1. Tenemos:
0=(3—-1)A—-4B
— 0=A-2B.

0=A+(-1-1)B

Por tanto, una solucién no trivial es A = 2, B = 1, y z = 2¢!, y = €!, es una solucién
particular del sistema. Buscamos ahora (A, B) tales que:

() G)=()

24 — 4B =2,
A—-2B=1,

esto es,

luego A = 1+ 2B. Por ejemplo (A, B) = (1,0) es solucién. Otra solucién particular del
sistema de ecuaciones es:

()= (3)ewe(2)e= (1)

La solucién general del sistema es:

(5)-a(t)era (1)
Y 1 t



Profesora: Eugenia Rosado E.T.S. Arquitectura. EDO58

Raices complejas conjugadas Sean A\ = a + bi las dos raices complejas conjugadas de
la ecuacion auxiliar. Para A = a + bi hallamos A, B soluciones del sistema de ecuaciones:

0= (a, — \)A+ b B,
0= asA + (by — \)B,

entonces

x = AeM = (A; +iAy)el @)t = (A} +iAs)e™ [cos bt + i sin bt]
y = BeM = (B + iBy)el ™! = (B) + iBy)e [cos bt + i sin bt]

es solucion particular del sistema.

Propiedad: Si un par de funciones complejas es solucion del sistema de ecuaciones, cuyos
coeficientes son constantes reales, entonces sus respectivas partes reales e imaginarias son
soluciones con valores reales.

Por tanto, tenemos las dos siguientes soluciones reales particulares del sistema (que se
demuestra que ademds son independientes):

x = e [A; cosbt — Aysinbt],
y = e [By cos bt — By sin bt],

r\  af A at [ A2 . oaf A A cos bt
— (y)—e (Bl)COSbt e <Bz)smbt—e (31 B, _sinbt |

x = e [Aycosbt + Aj sinbt],
y = e [By cos bt + By sin bt] .

X _ at A1 . at A2 _ at A1 A2 Sinbt
<= (y>_€ <Bl)smbt+e <BQ)cosbt—e <B1 B, cosbt |-

Por tanto, la solucién general de la ecuacién es una combinacién lineal de estas dos solu-

ciones: o L4 ) ;
x(t _ at 1 Ao cos bt sin bt
(y(t))_e (31 Bg){01<—Sinbt)+02(COSbt)}
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NOTA: Noétese que a, b son la parte real y compleja respectivamente de los autovalores
de la matriz de coeficientes del sistema:

() [ a1 by x

y'(t) az by y )
y (A= A1+ Ayi, B = B; +1iBs) es el autovector asociado al autovalor a 4 bi. Una solucién
particular compleja del sistema es:

x(t) ([ At Ag platbilt
A+ A
By 4+ 1Bs

B Aj cos(bt) — Agsin(bt) \ 4 w Ay cos(bt) + Ay sin(bt) \ 4
N By cos(bt) — By sin(bt) © '\ B, cos(bt) + By sin(bt) c

) e™ (cos bt + i sin bt)

La parte real y la parte imaginaria de la solucién anterior son dos soluciones particulares

reales del sistema:
xz(t) \ [ Ajcos(bt) — Agsin(bt) \
~ \ Bjcos(bt) — Bysin(bt) <

x(t) \ [ Apsin(bt) + Ay cos(bt) pat

y(t) )\ Bisin(bt) + By cos(bt) '
La solucion general del sistema de ecuaciones es una combinacién lineal de estas dos solu-
ciones particulares:

(50 ) = (B o)) it 2 ot o

z(t) = e™[A; (C)cos(bt) + Cysin(bt)) + Ay (Cycos(bt) — Cysin(bt))],
y(t) = e"[B (C)cos(bt) + Cysin(bt)) + By (Cycos(bt) — Cy sin(bt))] .
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Ejemplo: Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones:
' (t) =z — 2y,
y'(t) = 4z + by.

La ecuacién caracteristica es A\*> — 6\ + 13 = 0, con raices A = 3 + 2i. Buscamos un
autovector (A, B) asociado al autovalor A = 3 + 2i, esto es, A, B son solucién del siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

0=(1—(3+2i)A—2B, 0=(1+4)A+ B,
{ 0=4A+ (5— (3+2i))B, @{ 0=2A4+(1—-14)B.

NOTA: El sistema anterior es compatible indeterminado (las dos ecuaciones son linealmente
dependientes). Nétese que si multiplicamos la segunda ecuacién por 1 + i obtenemos:

0=(1+4)(2A4+(1—-i)B)=2(1+i)A+2B=2((1+i)A+ B).
Buscamos una solucién particular de la primera ecuacién: 0 = (1 + i)A + B. Como

B = —(1+414)A, una solucién es A =1, B = —(1 + ). Por tanto, una solucién particular
compleja del sistema es:

by 1 - 1 . 1
— (3+2i)t _ 3t 2it _ 3t .
(y) <_(1+i))e (_(1+i)>e e <_(1+Z.))e (cos 2t + isin 2t)
_ cos 2t 3t - sin 2t 3
N <—0082t+sin2t>6 +Z(—0082t—sin2t>e '

Dos soluciones particulares reales del sistema son:

T\ cos 2t o3t T\ sin 2t o3t
y |\ —cos2t+sin2t ' y )\ —cos2t—sin2t '

La solucién general del sistema es:
x - cos 2t 3¢ sin 2t 3¢
(y) N Cl(—cosZt—l—SinZt)e +Cz(—cosZt—sith)e

3 1 0 cos 2t sin 2t
- ¢ (—1 -1 C1 —sin 2t +Cr cos 2t :
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Ejemplo: Hallar la solucion del siguiente sistema de ecuaciones con condiciones iniciales:

' = 6x — 13y,
y' =2z — 4y,

La ecuacién auxiliar es A\ — 2\ +2 = 0, con raices A = 1 + 4. Buscamos un autovector
(A, B) asociado al autovalor A = 1 + ; esto es, A, B son solucién del siguiente sistema de
ecuaciones lineales:

(6—(1+z’) —13 )(A)_(o){:) 0=(5-14)A—13B,

2 —4—(1+1) B 0 0=24—(5+1)B.
NOTA: El sistema anterior es compatible indeterminado (las dos ecuaciones son linealmente
dependientes). Nétese que si multiplicamos la segunda ecuacién por 5 — i obtenemos:

0=(5-—1) (24— (54+i)B) =2(5—4i)A—26B =2((5—i)A— 13B).

Buscamos una solucién (A, B) de la segunda ecuacién: 0 = 2A — (5 + ) B. Por ejemplo,
tomamos B =2 y A =5+ . Por tanto, dos soluciones particulares reales del sistema son:

T\ _ 5 1 cost T\ _ 5 1 sint
y ) 2 0 —sint )’ y | 2 0 cost )’
La solucién general del sistema es:
r\ (51 cost sint
(y)_e(Q O){OI<—sint>+02(cost>}'

Para hallar la solucién particular con condiciones iniciales z(0) = 5, y(0) = 2, sustituimos
la solucién general en t = 0:

5 B z(0) ) of 5 1 cos0 sin 0
<2) - (y(0)>_e (2 0){Cl<—sin0)+02(cos(])}
B 5 1 Ch
N 2 0 Cs
B 5CT + C%
N 201 ’
de donde, C} =1, C5 = 0. La solucién buscada es:

x \ [ Scost—sint o
y ) 2cost '
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4.2 Sistemas lineales no homogéneos de EDOs

Vamos a estudiar sistemas lineales no homogéneos de ecuaciones diferenciales ordinarias
de primer orden. Empezamos con un sistema con término independiente de dos ecuaciones
y dos incégnitas: las funciones = = x(t) e y = y(t). Tenemos:

{ #'(t) = arw(t) + by (t) + f(2)
y' (1) = aga(t) + bay(t) + g(t)

Matricialmente el sistema anterior se escribe como sigue:

(x’(t)):(al b1>(x(t))+(f(t))
y'(t) as by )\ y(t) g(t)
La solucién general del sistema se obtiene como suma de la solucién del sistema homogéneo

asociado y una solucién particular del sistema no homogéneo.

Calculo de una solucién particular del sistema Para hallar una solucién particular
del sistema no homogéneo seguiremos el razonamiento utilizado para el caso de ecuaciones
diferenciales ordinarias de segundo orden no homogéneas. Esto es:

e Los términos independientes son funciones polinémicas de grado n. Entonces tomamos
como candidata a solucién particular de la ecuacién un polinomio del mismo grado:

xp(t) = altn + a2tn—1 + a3t7’b—2 4+ 4 astn_s+1,
yp(t) = bltn + b2tn71 + bgtn72 4o+ bstn—s+1’

donde a;, b;, con 1 < i < s, son los coeficientes indeterminados. Sustituyéndolo en la
ecuacién despejamos los valores de los coeficientes indeterminados.

e Los términos independientes son funciones exponenciales; por ejemplo,
ft) =€y g(t) = €.

Tomamos x,(t) = Ae® y y,(t) = Be', donde A, B son coeficientes indeterminados.
Sustituyéndolo en la ecuacién despejamos los valores de los coeficientes indetermina-
dos.

e Los términos independientes son funciones sin(fz) o cos(Sx). En este caso tomamos

zp(t) = A;sin(ft) + By cos(ft)
yp(t) = Assin(fSt) + By cos(ft)

donde Ay, By, As, By son los coeficientes indeterminados. Sustituyéndolo en la ecuacion
despejamos los valores de los coeficientes indeterminados.
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Ejemplo: Sabiendo que

son soluciones del sistema p
T
— = x(t 2y(t
= () + 2(0),
W att) + 25(1)
dt = o y 9

se pide hallar la solucién general del sistema:

dx
— =ux(t) +2y(t) +t — 1,
dt
dy
— = 3z(t) + 2y(t) — 5t — 2.
dt
Solucién: Como los términos independientes del sistema son polinomios de orden uno
probamos con soluciones particulares de la forma:

{ z(t) = at + b,
y(t) = ct +d.

Tenemos:
2 (t) = a,
y'(t) =c,

y, sustituyéndolo en el sistema de EDOs obtenemos:

a=at+b+2(ct+d)+t—1,
¢ =3(at +b) + 2(ct + d) — 5t — 2.

Igualando coeficientes tenemos:

O=a+2c+1
a=b+2d—1

0=3a+42—5 —a=3,b=—-2,c=-2,d=3
c=3b+2d -2

Por tanto, la solucién gereal del sistema no homogéneo es:

z(t) = A2e* 4+ Be " + 3t — 2,
y(t) = A3e' — Be™" — 2t + 3.
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4.2.1 Meétodo de variacién de las constantes

Dado un sistema de n EDOs lineales con coeficientes constantes,
X(t)=AX(t) + F(t)

con ®(t) = {X;(t),...,X,(t)} un sistema fundamental de soluciones del sistema homogé-
neo, entonces la soluci “pon general del sistema homogéneo asociado X (t) = AX (t) es:

Ch
X(t) = ®(t)C, donde C = | :

Cn
donde ®(t) es la matriz fundamental. Vamos a ver qué tiene que cumplir C (t) para que
X(t) = ®(t)C(t) sea solucién del sistema. Imponemos que X () = ®(¢)C(t) sea solucién
del sistema; esto es,

X'(t) = ' (t)C(t) + d(t)C'(t) = AD()C(t) + F(t). (9)

Como X () = ®(t)C es solucién del sistema homogéneo se tiene: ®'(t) = Ad(t), luego la
condicién (9)) se escribe como sigue:

®(t)C'(t) = F(t).

Por tanto,

a(t) = / B(1) "L (1)t

() = (1) / (1)L F (1)t

es una solucién particular del sistema. La soluciéon general del sistema es:

() = o(1)C + () / B(t)LF (1)t .
solucién general del sistema homogéneo ~~ 4

solucién particular del sistema
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Ejemplo: Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias:
oy (t) = —2x1(t) — z2(t) + 7,
xh(t) = xao(t) + 2,

Solucién: Matricialmente el sistema se escribe como sigue:

x(t) -2 -1 0 x1(t) e’
xh(t) = 0 1 0 xo(t) | + 2
x4(t) 3 1 1 x3(t) t?—1
Un sistema fundamental de soluciones del sistema es:
0 -1 -1
d(t) = 0 el 3 Jef| 0 Je®
1 0 1
y una matriz fundamental es:
0 et _67225
O(t) = 0 —3et 0
et 0 e~ 2

La solucién general del sistema homogéneo asociado es:

z1(t) 0 e —e? Ch
T2 (t) = 0 —3€t 0 02
x3(t) et 0 e Cs

Para calcular una solucién particular del sistema calculamos primero [ (1) LF(t)dt. Se
tiene:

1 1 1
et 3et et
(I)(t)_l = _3_; 0 )
- e}2t _36%% 0
B = = = et et te —Let
O)IF() = 0 a0 2 = —Ze?
_e}2t _361% 0 t?—1 —%6% (3672& + 2)
Como
/ (FPet+e ™ —Lte)dt = —Le™ —(P+2t+2e),
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Una solucién particular del sistema es:

0 e —e % —3e 2 — (42t + Ze)
Ya _ -1 _ t 2 —t
X(t) D(t) / O(t) " F(t)dt 2: ge 65)% _(ji i
3
et +1
- )
—Zet 2 2t —2

3

Por tanto, la solucién general del sistema es:

BtCQ — 6721‘/03 e*t +1
X(t) = —36t02 + —2
etCy + e 2y —2e7t 2 _9t—2

3

Ejemplo: Hallar la solucién general del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales or-

dinarias:
$/1(t) = —31’1(t> + QTQ(t) + 3t,
xh(t) = 221 (t)x — 4o (t) + et

Solucién: Matricialmente el sistema se escribe como sigue:

(4)-(2 1) () (%)

Una matriz fundamental del sisetma es:

, inverse:Se tiene:

) T 3t) <;<6t+e—t>)
P(t —IF Hdt = 3e—2t 3e—2t — 3e2(—1)
/ ( ) ( ) < _3e£5t 3e£5t ) ( e’ 365%*0 <6_t o Bt)
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5 Aplicaciones

5.1 Mecanismo masa resorte

La ecuacién diferencial que rige el mecanismo masa resorte es

A’z dx
— — + kx = f(¢

donde
e 1(t) es el desplazamiento respecto de la posicién de equilibrio
e m es la masa
e 1 es el coeficiente de amortiguamiento viscoso
e k es la constante eldstica del resorte
e f(t) es la fuerza exterior.

Queremos hallar el desplazamiento (vibracién) para los distintos valores de p, k'y f(t).

Vibraciones libres Caso homogéneo: f(t) = 0, tenemos:
ma” (t) + pa'(t) + ka(t) = 0.
Distinguimos dos casos: =0y u # 0.
1. Vibraciones libres sin amortiguamiento: i = 0. La ecuacién se escribe como sigue:
ma" (t) + kx(t) = 0.

La solucién general es de la forma:

z(t) = Asin (@t) 1 Beos (@t) .

Es un movimiento vibratrio.
2. Vibraciones libres amortiguadas: p # 0. La ecuacién se escribe como sigue:
ma” (t) + px'(t) + kxz(t) = 0.
La ecuacién caracteristica de la ecuacién es:
mA + pA+ k=0,

y tiene raices

)= —p =+ \/p? —4mk
B 2m '

Luego las soluciones dependen del signo de u? — 4mk.
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(a) Si pu? —4mk > 0 entonces las raices de la ecuacién caracterfstica son:

— i+ A/ —Amk
A = < 0,
2m
—p— /p? — 4Amk
Ay = < 0,

2m

y la solucién general es de la forma:
x(t) = AeMt + Bet?,

Se tiene:
lim z(t) = 0 (que es la posicién de equilibrio).

t—o0
Luego la masa regresa a su posicién de equilibrio.
Los valores y tales que u? — 4mk > 0 se dicen de sobreamortiguamiento.

(b) Si p?—4mk = 0 entonces p = V4mk, se denomina amortiguamiento critico. La
solucién general es de la forma:

o(t) = (A + Bt) e 2,

(c) Si p? — 4mk < 0 ntonces las raices de la ecuacién caracteristica son complejas
conjugadas. Los valores pu tales que pu?> — 4mk < 0 se denominan de amor-
tiguamiento subcritico. La solucién general es de la forma:

x(t) = e mt (A cos <—Wt) + B'sin (—Mt)) .

2m

Vibraciones forzadas Caso no homogéneo: f(t) # 0.
Normalmente f(t) es una fuerza de tipo periédico: f(t) = sin(wt). La solucién partic-
ular de la ecuacion es de la forma:

xp(t) = Asin(wt) + B cos(wt).

En el caso particular en el que f(t) = sin(wt) es solucién de la homogénea (sucede cuando

p=0yw= \/% llamada frecuencia de resonancia) la solucién particular de la ecuacién

es de la forma:
z,(t) = Atsin(wt) + Bt cos(wt),

que es una caso peligroso pues z,(t) es una funcién no acotada.
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5.2 Flexion de una viga

Suponemos una viga de longitu L, homogénea y con una seccién transversal uniforme.
Cuando no recibe carga alguna la curva que une los centroides de sus secciones transversales
se denomina eje de simetria y si a la viga se le aplica una carga en un plano vertical que
contenga al eje de simetria, sufre una distorsién y la curva que une los centroides de las
secciones transversales se denomina curva de flexion 6 eldstica.

Suponagamos que el eje x coincide con el eje de sietria y y(z) es la curva de flexién
(flexién positiva si y(z) < 0).

La teorfa de elasticidad demuestra que el momento flexionante M (z) satisface la sigu-
iente ecuacion diferencial ordinaria:

d*M

dx?

= w(z)
donde w(x) es la carga por unidad de longitud. Ademds se tiene:
M(z)=F-1I-k(x),

donde F, I son constantes y k(x) es la curvatura de la curva de flexién y por tanto satisface
la siguiente ecuacién:
y"(x)

= T appn

3/2

que cuando ¥'(x) ~ 0 entonces (1 + 3'(2)?)*? =~ 1 y por tanto, k(z) ~ 3"(x). Luego

dM dk(z) d3y
I — gr%Y
dx dx dz3’

y la curva de flexion y(z) satisface la siguiente EDO de cuarto orden:

d*y
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