"Confieso francamente que nunca he sentido gusto por el estudio o la investigacién
en fisica o en geometria, a no ser que pudiera servir como medio de llegar a algin tipo
de conocimiento de las causas préximas...para el bien y la comodidad de la vida, el
mantenimiento de la salud, la practica de algin arte...pues he observado que una buena
parte de las artes se basa en la geometria, como el de tallar la piedra en arquitectura,
el de los relojes de sol, y el de la perspectiva en particular."

Girard Desargues

1 Espacio Proyectivo

1.1 Definiciones

Sea V' un espacio vectorial.

e Se llama espacio proyectivo y se denota P(V') al conjunto de rectas vecto-
riales de V.

e Cada recta vectorial se llama punto proyectivo.
e Se llama dimensidn del espacio proyectivo a dimP(V) = dimV — 1.

El espacio proyectivo se puede definir de modo alternativo como las clases de
equivalencia de vectores no nulos de V' con la siguiente relacién de equivalencia:
U estd relacionado con w si y sélo si existe A # 0, ¥ = Aw.

En particular, llamamos plano proyectivo real y se denota Py al conjunto de
rectas vectoriales de R3; esto es

P, = P(R*) = {< 7> | 7R}

Y llamamos espacio proyectivo real y se denota P53 al conjunto de rectas vecto-
riales de R*; esto es

Py = P(RY) = {< 7> | 7€ R*}.

1.2 Coordenadas homogéneas

Sea P(V) un espacio proyectivo. Se dice que una familia de puntos {< ¥ >
s ooy < Up >} de P(V) generan el espacio proyectivo P(V) si la familia de vectores
{?1,...,U,} generan el espacio vectorial V.

Sea P(V) un espacio proyectivo. Se dice que los puntos < U1 >,...,< ¥, >
de P(V') son proyectivamente independientes si los vectores ¥y, ..., ¥, de V son
linealmente independientes.

Ejemplo. Consideremos Py = P(RB), entonces una familia generadora e
independiente de puntos de Py = ]P’(RS) estd formada por tres puntos X; =<
U1 >, Xo =< U3 >y X3 =< 03 > de manera que los tres vectores 1,72 y 73
son linealmente independientes.



Y un punto X =< @ >€ Py se expresa de modo inico como sigue:
W = a1U1 + aols + a3,

y las coordenadas de X serfan (aq, as, a3).
Si elegimos el representante A\w de X, pues X =< A >€ Py entonces

AU = )\Ot1171 + )\a2'l72 + )\Ot3173,

y las coordenadas de X serfan (Aaq, Aag, Aas). Como las coordenadas son tinicas
vamos a identificar

(a1, a9, as3) con (Aag, Aag, Aas) para A # 0
y llamamos coordenadas homogéneas del punto X a la clase [a1, asg, as); esto es,

[a1, a2, as] = {(Aa1, Aag, Aas), con A # 0}.

1.3 Relacién entre el espacio afin y el proyectivo

Sea A un espacio afin con espacio vectorial asociado R™. Los puntos X € A los
podemos ver como puntos de P(R"*1) de la siguiente manera:

A — P(R™T)
X —<(1,X)>.

SiR = {O, B} es un sistema de referencia de A y (x1, ..., ;) son las coordenadas
de X € A entonces

A — ]P)(Rn-i-l)

(X1, ey Tp) —< (L,x1, ey ) > .

A los puntos de P(R™*1) que no son de la forma < (1,21,...,7,) > se les
denomina puntos del infinito o puntos impropios. Los puntos impropios son
de la forma < (0,21, ...,2,) > por tanto, estdn en le hiperplano proyectivo de
ecuacién zg = 0.

Definicion. Sea A, un espacio afin con espacio vectorial asociado R™ con
sistema de referencia R = {O, B}. Se llama espacio afin proyectivizado y se
denota A,, al conjunto formado por todos los puntos de A,, junto con los puntos
del infinito de A,,; esto es,

A, =A,U{(0,z1,22,....,2,) | x; € R}.

Identificamos A,, con P(R"*1) de la siguiente manera:

A, ——PR")
(1, %, reny z—n) — [(x0, 21, ..., )], (2o # 0) puntos propios de P(R"1)
0 0

(0,21, ..., ) — [(0,21,...,7,)], (zo=0) puntos impropios de P(R"*1)



1.4 Ecuaciones de las rectas del plano proyectivo

Sea P el plano proyectivo real.
Dados dos puntos independientes P, Q € Py, se tiene P =< ¥ >y Q =< @ >
con U, € R3 vectores linealmente independientes, la recta r que contiene a P

y Q es
r={< AT+ B> | (A p)#(0,0)}.

Si los puntos P y @ tienen las siguientes coordenadas homogéneas:
P = [(pOaplaPQ)}a Q = [(QO7 q1, CI2)]

entonces se tiene que un punto X pertenece a la recta r si y sélo si sus coorde-
nadas [(zg, 21, 22)] cumplen las siguientes ecuaciones

azo = Apo + 140
ary = >‘p1 + pqr o, (Oé, )":U’) 7& (07 Oa 0)
axe = Ap2 + pq2

que se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r del plano proyectivo Ps.
Equivalentemente el punto X = [(zg, 21, 22)] pertenece en la recta r del
plano proyectivo Ps si y sélo si

apxo + a1x1 + asrs =0

que es la ecuacidon cartesiana de la recta que se obtiene al imponer que el
siguiente determinante se anule:

o Po 9o
O=|21 M1 @
T2 P2 Q2

1.4.1 Relacién entre las rectas del plano afin real y del plano proyec-
tivo.

Sea A el plano afin con referencia R = {O, B} y sea la recta r del plano afin A,
con ecuacion ag + a1x1 + asxe = 0. Sean P = (p1,p2) vy Q = (¢1,¢2) dos puntos
de la recta, entonces los puntos del plano proyectivo [(1,p1,p2)], [(1,¢1,42)]
determinan una recta r del plano proyectivo Po con ecuacion agzg+a1x1+a2x2 =
0 que se llama la recta de Py asociada a la recta afin r.

Reciprocamente, dada una recta r del plano proyectivo P con ecuacién
agro + a1x1 + asxe = 0. Si pg # 0, entonces el punto del plano afin (%, ;;—2)

estd en la recta r del plano afin Ay de ecuacién:
ag + a1x1 + asxe = 0.

Definicion. La recta que une dos puntos propios de Py se dice que es una
recta propia de Ps.



Toda recta propia, agxg + a1x1 + asze = 0, determina un punto del infinito
o impropio [0, —az, a;] donde (—asg,a;) es el vector director de la recta r del
plano afin A, de ecuacién ag + a1x1 + aszs = 0.

Definicion. La recta que une dos puntos impropios de P; se dice que es una
recta impropia de Py y tiene ecuacién xy = 0.

1.5 Ecuaciones de subespacios proyectivos de P3

Sea P3 el espacio proyectivo real tridimensional.

1.5.1 Rectas en P53

Sean P, @ dos puntos independientes de P5. Por tanto, P =<7 >y Q =< W >
con 7,1 € R* vectores linealmente independientes. La recta r que contiene a P

y Q es
r={<XNo+pu@ > | (\p) # (0,0}

Si los puntos P y @ tienen las siguientes coordenadas homogéneas:

P = [(po, p1,p2,p3)], Q= [(q0,41,92,93)]

entonces se tiene que un punto X = [(zo, z1, T2, x3)] pertenece a la recta r siy
sélo si sus coordenadas cumplen las siguientes ecuaciones

axg = Apo + pqo
axry = Ap1 + paa
axo = Ap2 + 1ge
axz = A\p3 + pgs

) (a7 )\7 M) 7é (0’ 07 0)

que se llaman ecuaciones paramétricas de la recta r del espacio proyectivo Ps.
Equivalentemente el punto X = [(zo, z1, 22, x3)] pertenece en la recta r del
espacio proyectivo P3 si y sélo si

Zo Po 4o

rg 1 P11 -9,
T2 P2 Q2
T3 P3 43

de donde se obtienen las dos ecuaciones cartesianas de la recta.

Definicion. La recta que une dos puntos propios de P53 se dice que es una
recta propia de P3. Y sus ecuaciones son las ecuaciones homogéneas de una
recta afin.

Definicion. La recta que une dos puntos impropios de P53 se dice que es una
recta tmpropia de Ps.

Observacion. En P3 hay infinitas rectas impropias.



1.5.2 Planos en P3

Dados tres puntos P =< U >, Q =< @ >y R =< @ > de P3 independientes, el
plano que contiene a P, Q y R es

T ={< M+ pd + i@ > | (A p,y) #(0,0,0)}
Si los puntos P, Q y R tienen las siguientes coordenadas homogéneas:

P = [(po,p1,p2,p3)]
Q = [(QO7Q17Q27Q3)]
R =[(ro,r1,72,73)]

entonces se tiene que un punto X = [(xg,z1, T2, x3)] pertenece al plano 7 del
espacio proyectivo P3 si y sélo si sus coordenadas cumple las siguientes ecua-
ciones
axo = Apo + pigo +To
azy = Ap1 + pgr + 71
axy = Ap2 + pge + 12
axy = Ap3 + pgs + 13

) (0[7 )\5:LL7 ’7) # (0707 07 0)

que se llaman ecuaciones paramétricas del plano 7 del espacio proyectivo Ps.
Equivalentemente el punto X = [(xg,x1,x2,x3)] pertenece al plano 7 del
espacio proyectivo P3 si y sélo si

apTo + a1x1 + asxa + azrs = 0,

que es la ecuacidn cartesiana del plano que se obtiene al imponer que el siguiente
determinante se anule:
o Po qo To
0= 1 P1 @1 M
T2 P2 G2 T2
T3 pP3 q3 T3

Observaciones.

Tres puntos propios determinan un plano propio de P3. Y su ecuacién es la
ecuacion homogénea de un plano afin.

Tres puntos impropios determinan un plano propio de Ps que tiene por
ecuacion cartesiana la ecuacién xg = 0.

Todo plano propio determina una recta impropia. Y toda recta impropia
estd contenida en el plano impropio zg = 0.

1.6 Razdén doble

Teorema. Si cuatro puntos alineados A, B, C, D, se proyectan desde un vértice
V en cuatro puntos alineados A’, B’,C’, D', entonces las siguientes razones son
iguales:

& A/c/
CB _ C'B
AD — A'D’
DB D'B’




(ABCD) = (A'B'C'D')

A 7' c D
Observacion. Por tanto la razén é—g : g—g se mantiene invariante por proyec-

ciones.

Definicion. Sean A, B,C,D cuatro puntos alineados. Entonces la razén
doble {A, B; C, D} del par ordenado (C, D) con respecto al par ordenado (A, B)
es

AC AD
{A,B;C,D} = 50 BD
Un caso especial importante ocurre cuando el valor de la razén doble {A, B; C, D}
es —1. En ese caso, C' 'y D divide el segmento AB interna y externamente en
la misma proporcién y se dice que los pares de puntos (A, B) y (C, D) son con-
jugados armdnicos uno con respecto al otro. Si, en particular, C' y D divide
AB divide interna y externamente en la razén 1 : 1, entonces uno de ellos es el
punto medio del segmento AB y el otro es el punto del infinito de la recta que
une Ay B.

1.7 Cuadrangulo completo

Consideremos ahora cuatro puntos A, B,C, D en el plano de manera que no
haya cuatro de ellos alineados. También se obtiene en este caso una configu-
racién interesante conocida como cuadrdngulo completo. Los puntos A, B, C, D
se pueden unir en pares de tres maneras diferentes (AB,CD), (AC,BD) y
(AD, BC). Cada par de lados opuestos tiene un punto de intersecciéon X,Y, Z,
llamados los vértices del tridngulo diagonal del cuadrildtero.




2 Coénicas

Definicion. Una cénica C en Py(IR?) es el conjunto de puntos cuyas coordendas
en cierta referencia R satisfacen una ecuacién homogénea de grado 2:

2 2
0= E E aijxixj

i=0 j=0
_ 2 2 2
= agoTy + a117] + a2275 + ap1Tox1 + A1021%0
+ ap2xoT2 + a20T2%0 + A12X1T2 + A21T2X71-

Y se dice que es propia o degenerada si es o no irreducible.

Por ejemplo, C; = z2 + 222 + 3x122 = 0 es una cénica propia pues el
polinomio homogéneo de grado 2, 3 + 223 + 3z122 = 0 es irreducible (no se
puede poner como producto de dos polinomios de grado 1). Sin embargo, la
cénica Cy = a3 — 42 = 0 es degenerada pues x3 — 4% = (x¢ — 211) (w0 + 221);
esto es la cénica Cy son dos rectas que se cruzan. Finalmente, la cénica Cs =
(o + 271 + 322)? = 0 es degenerada. La cénica Cs es una recta doble.

Usando notacién matricial, la ecuacién de la cénica

i=0 j=0
se puede escribir como sigue
C=XTAX =0,
donde
Goo Qo1 Qo2
A= apr 411 G12
Qo2 a12 @22
esto es,

Xel < XTAX =0.

Ma4ds formalmente,
Definicion. Dada una forma cuadrética w: R® — R. La cénica proyectiva
definida por w es el conjunto de puntos X € Po(R?), donde se anula w; esto es,

C ={X cPy(R?) | w(X) =0}.

Y la conica afin definida por w es el conjunto de puntos X € Ao, X = (1,21, z2),
donde se anula w; esto es,

C={X €Ay |wX)=0}.
Se tiene C C C.

Recuerdo.

Definicion. Una forma cuadrdtica w: R? — R es una aplicacién tal que
existe una forma bilineal f: R® x R3> — R con w(v) = f(v,v), para todo
v € R3.

Resultado. Dada una forma cuadrética w existe una forma bilineal f tal que:



1. f es simétrica (esto es, f(u,v) = f(v,u))
2. la forma cuadrética asociada a f es w
3. f es tnica.

A la tunica forma bilineal simétrica f cuya forma cuadrética es w la llamamos
la forma polar de w.
La forma polar de una forma cuadritica w viene dada como sigue:

1

flu,v) = §(w(u +v) —w(u) — w(v)).

Se tiene:
w(X) = f(X, X).

2.1 Puntos singulares

Definicion. Sea C' una cénica proyectiva generada por una forma cuadraitica w,
con forma polar f y matriz asociada A.

e Se dice que dos puntos P, Q € Ps son conjugados si f(P,Q) = 0.

e Se dice que un punto P € Py es un punto autoconjugado si w(P) =
f(P,P)=0.

e Se dice que un punto P € Py es un punto singular de C si es conjudado
con cualquier punto de Ps; esto es, f(P,Q) = 0 para todo punto @ € Ps.
Esto es, si

f(PaQ):PTAQZO, VQG]P)%

0 equivalentemente,
PTA=0.

e Se dice que un punto P € Py es un punto regular de C si no es un punto
singular.

e La coénica C es no degenerada, regular u ordinaria si no tiene puntos
singulares.

e La conica C es degenerada 6 singular si tiene algin punto singular.

Observaciones: Sea C una cénica proyectiva generada por una forma cuadrética
w, con forma polar f y matriz asociada A.

1. Sea Sing(C) el conjunto de puntos singulares de C; esto es,

Sing(C) ={X € Py | f(X,Y) =0, para todo Y € Py}
= {X €Py | AX =0}

Se tiene -
dim(Sing(C)) = 2 — rg(A).



2. Si X € Py es un punto singular, entonces X € C.

Demostracion. Tenemos que comprobar que w(X) = 0. Se tiene w(X) =
f(X,X) =0 pues X es conjugado con cualquier punto, en particular con
él mismo.

3. La recta determinada por un punto singular X y un punto cualquiera de
la coénica, Y € C| estd contenida en la cénica.

Demostracion. Como X es singular sabemos que w(X) =0y f(X,Y) =0
y como Y pertenece a la cénica w(Y) = 0. Un punto cualquiera de la
recta determinada por X e Y es de la forma Z = AX + pY. Tenemos que
comprobar que w(Z) = 0. Se tiene:

W(Z) = WX + pY) = f(AX 4 pY, AX + pY)
= fOAX,AX + 1Y) + f(pY, A X + 1Y)
= fOAX,AX) + fFOAX, wY) + f(pY, AX) + f(uY, pY)
= N f(X, X) +2uf (X, Y) + 2 f(Y,Y)
= Nw(X) + 22uf(X,Y) + pw(Y) = 0.
~—— —— ~——

0 0 0

4. La recta formada por dos puntos singulares tiene todos sus puntos singu-
lares.

Demostracion. Sea Z = AX + pY un punto cualquiera de la recta formada
por dos puntos singulares X e Y. Tenemos que comprobar que f(Z,T) =
0, para todo T' € P;. Tenemos:

= fOAX,T) + f(uY,T)
— M (X,T) + uf (Y,T) = 0.
N—— ~——

0 0

5. Si la cénica C' contiene un punto singular, entonces C estd formada por
rectas que pasan por ese punto.

2.2 Polaridad definida por una cénica

Sea C una cénica con forma polar f y matriz asociada A. Sea P € Py, llamamos
variedad polar de P respecto de la cénica C al conjunto de puntos conjugados
de P; esto es ,

Vp={XePy| f(P,X)=0}.

Si P es un punto singular, entonces Vp = Ps.

Si P no es un punto singular, entonces Vp es una recta que denotamos rp
y llamamos recta polar de P respecto de la cénica C. Por tanto, la recta polar
de un punto P € P; no singular es el conjunto de puntos conjugados con P.



2.2.1 Ecuacién de la recta polar

Si P es un punto no singular con coordenadas [(po,p1,p2)] ¥ la matriz asociada
a la cénica es

A= ap1 ail  ai2
Qo2 a1z @22

entonces
rp={X € Py | PTAX =0},
esto es,
apo Qo1 Qo2 Zo
0=PTAX = (po,p1,p2) | am an a2 z1
Gp2 Al G22 X2

= (po@oo + p1ao1 + pP2ao2)zo + (Poao1 + p1a11 + P2ai2)T:
+ (poao2 + prai2 + p2asr)Ts.

2.2.2 Construcciéon geométrica de la recta polar

Dados la cénica C' y un punto P € Py no singular, vamos a obtener la recta
polar de P respecto de la cénica C.

Primero, tomamos dos rectas r, s desde P que corten a la cénica en cuatro
puntos: Ry, Rs,S71,S55.

La recta polar de P respecto de C es la recta de cuartos arménicos de P
respecto de los pares de puntos de interseccién; esto es, los puntos X tales que
{P,X;Rl,RQ} =—1.

Para obtener los cuartos arménicos, construimos el cuadrangulo completo;
esto es, construimos

1. las rectas diagonales del cuadrildtero Ry R2S1.55: rectas R1S1, R2S2, R1.S5
y R251,

2. consideramos los puntos de interseccion. X = R1.57 N R2S2, Y = R1S5 N
RyS.

recta polar de P

La polar de P respecto de C es la recta XY
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2.2.3 Polo de una recta respecto a una cénica C

Definicion. Dada una recta r del plano proyectivo Py, llamamos polo de la recta
r respecto de la cénica C' al punto cuya recta polar es r; esto es, rp = r.
Si la ecuacién de la recta r es

T = UgTo + U1 + UsXo = UrxX = 0,
con U = (u07u17u2) y X = (x()vmlaxZ)?

entonces rp = r si y sélo si
PTAX =UTX, para todo X € P,

6 equivalentemente,
PTA=UT <= AP =U.

Y si la cénica C no es degenerada (por tanto, det A # 0), entonces P = A~1U.

Teorema. Si la polar de un punto ) pasa por un punto P, entonces la polar
de P pasa por el punto Q.

Esto es debido a que la condicién de conjugacion f(P; Q) = 0, es simétrica
en Py Q.

Teorema. Si A, B,C,D son cuatro puntos en una cénica C, entonces el
tridngulo diagonal (tridngulo con vértices P, X,Y, en el dibujo) del cuadrdngulo
ABCD, es autopolar para C. Esto es, la recta que une X P es la recta polar de
Y, la recta que une PY es la recta polar de X, y la recta XY es la recta polar
de P.

2.2.4 Polaridad definida por una cénica

Como hemos visto, dada una cénica C a cada punto P no singular se le asigna
una recta (su recta polar) y reciprocamente, a cada recta r se le asigna un punto
(su polo).

Definicion. Se llama polaridad definida por una cénica C a la aplicacién que
a cada punto no singular de Py le hace corresponder su recta polar. Esto es,

Py\ Sing(C) — Rectas de Py

Pr——rp
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Teorema de la polaridad definida por una cénica regular.
Las rectas polares de los puntos de una recta r de P2, respecto de una cénica
regular C', pasan todas por un mismo punto que es precisamente el polo de r.

2.3 Interseccién de recta y cénica

Sea C' una cénica proyectiva con forma polar f y matriz asociada A y sea r una
recta proyectiva que contiene a los puntos P = [(po,p1,p2)] ¥ @ = [(90, ¢1, ¢2)].
Un punto X € Py estd en la interseccién de la cénica y la recta si y sélo si:

Xer X = AP+ uQ X = AP+ uQ
XeC w(X)=0 WAP +uQ) =0

La condicién w(AP + uQ) = 0 se escribe:
0= Nw(P) +22uf (P, Q) + p*w(Q).

Dividiendo la ecuacién anterior por u? y escribiendo ¢ = A/u se obtiene la
siguiente ecuacién de segundo grado:

0=w(P)t* +2f(P,Q)t + w(Q)
con discriminante
A= f(P,Q)* — w(P)w(Q).
e Si f(P,Q) =0, wP) =0y w(Q) =0, entonces P,Q € C y, por tanto,

r C C. Luego la coénica estd formada por rectas.

e Si no todos los coeficientes de la ecuacién de segundo grado 0 = w(P)t% +
2f(P,Q)t + w(Q) son nulos, entonces hay dos puntos de corte (las dos
soluciones de la ecuacion).

1. Si A = f(P,Q)* — w(P)w(Q) > 0, la recta y la cénica se cortan en
dos puntos reales distintos. La recta se dice que es una recta secante
a la conica.

2. SiA = f(P,Q)?—w(P)w(Q) = 0, larecta y la cénica se cortan en un
punto doble. La recta se dice que es una recta tangente a la cénica.

3. Si A = f(P,Q)?* — w(P)w(Q) < 0, la recta y la cénica se cortan en
dos puntos imaginarios distintos. La recta se dice que es una recta
extertor a la cénica.

2.3.1 Variedad tangente a una cénica

Definicion. La wvariedad tangente a una cénica C' en un punto P € C, es el
conjunto de puntos X € Py tales que la recta que une P y X es tangente a la
conica C; esto es,

TpC ={X cPy | A= f(P,X)?* —w(P)w(X) =0}
={X ecPy | f(P,X)=0}.

Observaciones.
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1. Si P € C es un punto regular, entonces_TpC’ es una recta y, de hecho, es
la recta polar del punto P; esto es, TpC = rp.

2. Si P € C es un punto singular, entonces TpC = Ps.
3. Si P ¢ C, podemos definir la variedad tangente a C en P ¢ C como el

conjunto de puntos X € Py tales que la recta que une Py X es tangente
a la cénica C esto es,
TpC = {X € Py | recta X P es tangente a C'}
={XePy | A= f(P,X)* - w(P)w(X)=0}
={X ePy | f(P,X)? = w(P)w(X)}.
Y se cumple que TpC es una cénica degenerada que tiene a P como punto
singular.

Construccidn geométrica de TpC cuando P ¢ C
Tenemos TpC = {X € Py | recta X P es tangente a C}. Calculamos la recta
polar de P,
rp = {X e Py | f(P7X) ZO}

y hallamos la interseccién de rp y C. -
SirpNC ={P, Py}, entonces TpC =rp, Urp,.

Si rp N C son dos puntos imaginarios; esto es, la recta rp es exterior a la
cénica C'y el punto P es un punto interior a la cénica y desde él no se puede
lanzar ninguna tangente.

2.4 Clasificacién de las cénicas

Sea C una cénica con matriz asociada A.

rango A | sign (A) Cénica Ecuacién canénica
3 3 cénica no degenerada vacia r3+z3+23=0
3 1 cénica no degenerada no vacia 3+ai—23=0
2 2 punto singular x%—i—x%: 0
2 0 par de rectas r3—12=0
H 1 1 recta doble ‘ (ax0+bz1+cx2)2: 1 H
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Nota: Llamamos signatura de A y lo denotamos sign(A) a | — 3| donde o =n®
de autovalores positivos de A y 8 =n° de autovalores positivos de A.

2.5 Clasificacién afin y elementos notables de las cénicas

Sea Ay = P(R?) el plano afin proyectivizado, con sistema de referencia R =
{O, B}. Y sea w una forma cuadratica con matriz asociada A. Sea

C={X e P,(R*) | w(X) =0}
una coénica proyectiva con cénica afin

C:C’QAQ :{X € Ay |W(X) :0}, dondeX: (1,I1,LE2).

2.5.1 Centro de una coénica afin

Definicion: Se llama centro de una cénica afin C' al polo de la recta del infinito
si ese punto es un punto propio (si no lo es, se dice que la cénica afin no tiene
centro propio).

La ecuacién de la recta del infinito es zog = 0 y la ecuacién de la cénica es
X*AX = 0. Por tanto, el polo de la recta del infinito es el punto P tal que
PtA = (1,0,0).

Ejemplo. La pardbola es tangente al infinito: por tanto, el polo de la recta
del infinito es el punto de tangencia, que esté en el infinito, asi que la pardbola
no tiene centro propio.

Proposicion. El centro de una cénica afin es centro de simetria.

Construccion geométrica del centro de una cénica.

recta polar de P1

recta polard

El centro es el polo de la recta del infinito, por tanto, es la interseccién de las
rectas polares de puntos del infinito.

1. Tomamos un punto del infinito P; y hallamos su recta polar de la siguiente
manera:
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2.6

(a) Trazamos dos rectas paralelas r1y r] que corten a la cénica (tienen
punto del infinito P).

(b) Hallamos los puntos medios de los segmentos Q1 R; y Q) Rj. Dichos
puntos medios son los cuartos armoénicos de @1, Ry, Py y Q, R}, P
respectivamente.

(¢) La recta polar de P; es la recta que une dichos puntos medios.

Repetimos la construcciéon para trazar la recta polar de un punto del
infinito Ps.

El centro de la cénica es el punto de intersecciéon de dichas rectas polares.

Posicién relativa de la cénica y la recta del infinito

. Si la recta del infinito 7+, = ¢ = 0 no es tangente a la cénica C' entonces

el polo de 74 es un punto propio; C tiene centro que denotamos C' y las
coordenadas del centro son

Z = [(co, c1, c2)] tales que (co,c1,c2)A = (1,0,0).

Si la recta del infinito 7o, = 2o = 0 es tangente a la cénica C entonces el
polo de r, si existe, es el punto de tangencia. En este caso,

C' Nro = {centro}
y el centro es un punto doble. Si la matriz es
oo @o1 Qo2
A= | a1 an a
Qo2 Q12 Qa22

se tiene:

C_’ﬂroo

(IQO:E% + 1111513% + 0@21‘% + 2&01$0$1 + QCLOQQTQ.’BQ + 2(112331(172 =0
o = 0
041113% + CLQQZE% + 20,122811?2 = 0
Ty = 0

se tiene la ecuacién de segundo grado a;1t? + 2a1at 4 age = 0 con discrim-
inante:
2
Agp = ajy — ar1a22 = — det(Ago)

air a2
Agg = )
00 ( ai2 @ )
e Si det Agyg = 0, entonces C N 7o, = {P}, donde P es un punto doble,
el centro impropio de la cénica.

donde
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e Si det Agg # 0, entonces C' tiene centro propio que es el centro de
simetria de la cénica. Cualquier recta que pasa por el centro corta a
la cénica en dos puntos que son simétricos respecto del centro.

Por tanto, se pueden dar los siguientes casos:

) 2 puntos reales distintos (det(Agg) < 0)
CNre =4 2 puntos imaginarios conjugados ( det(Ago) > 0)
1 punto (det(Ago) = 0)
2.6.1 Conicas de tipo parabdlico

Se tiene que: C'N 7o = {P}, P punto doble si y sélo si det Agg = 0.
El centro de la cénica es un punto impropio.

e Sidet A # 0 la cénica es una pardbola.

distintas si rg A = 2

e Sidet A = 0la cénica es un par de rectas paralelas { recta doble si rg A = 1

2.6.2 Cédnicas de tipo eliptico

Se tiene que: C N7y = {P1, P}, Pi, P, puntos imaginarios conjugados si y sélo
si det A()o > 0.
El centro de la cénica es un punto propio.

e Sidet A # 0 la cénica es una elipse.
e Sidet A =0 la cénica es un par de rectas imaginarias que se cortan en un
punto real (el punto singular de la cénica).
2.6.3 Conicas de tipo hiperbdlico

Se tiene que: C N 7o = {P1, P2}, Pi, P, puntos reales distintos si y sélo si
det Agy < 0.
El centro de la cénica es un punto propio.

e Si det A # 0 la cénica es una hipérbola.

e Sidet A =0 la cénica es un par de rectas reales que se cortan en el punto
singular

2.6.4 Elementos notables de las cénicas

Sea la cénica C' = X*AX =0, con A* = A una cénica regular.

Centro Definimos centro de la cénica C al polo de la recta impropia (es el
centro de simetria de la cénica).
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Didmetros y didmetros conjugados Dos rectas r y s se dicen conjugadas
con respecto a una cénica regular C' cuando cada una de ellas contiene al polo
de la otra.

Definimos didmetro de la cénica C a toda recta tal que su polo es un punto
impropio.

Por tanto, para cada punto impropio tenemos un didmetro.

En virtud del Teorema fundamental de la polaridad, todos los didmetros por
ser rectas polares de puntos impropios pasan por el polo de la recta impropia;
es decir, pasan por el centro.

Dos didmetros dp y dg diremos que son conjugados cuando cada uno de
ellos contiene al polo del otro.

Asintotas Se llama asintota de una cénica, cuando la tiene, a todo didmetro
que es tangente a la cénica. Por tanto, las asintotas son las rectas polares de los
puntos impropios de la cénica.

Ejes en las cénicas regulares Dos rectas 1’ = agzg + a171 + asze = 0y
s’ = boxg + biry +boare =0cona; 06 as # 0y by #0 6 by # 0 diremos que
son ortogonales en el plano proyectivo Py si a1b; + asby = 0.

Se llaman ejes de una cénica requlares a aquellos didmetros que siendo con-
jugados son ademds ortogonales.

Veamos cémo obtener los ejes:

Sean P[0, p1,p2] vy Q[0, q1, ¢2] los puntos impropios de los ejes. Como los ejes
son rectas ortogonales P y @ se cumple: pi1q1 + p2g2 = 0. Y por otra parte,
como P y @ son los puntos impropios de rectas conjugadas, deben ser puntos
conjugados; esto es, PAQ = 0. Por tanto, se deben cumplir las siguientes
ecuaciones:

p1q1 +p2g2 =0

apo  ap1 Qg2 0
0,p1,p2) | @1 @11 ai2 @1 | =0
ap2 @12 G2 Q2

(pra11 + p2012) 1 + (praiz + p2azz) g2 =0

p1 D2 Al 0
= =
{( p1ai11 +p2a12  praiz + p2a22 ) < q2 ) ( 0 )

El sistema anterior tiene solucién distinta de la trivial si la matriz de coeficientes
tiene determinante cero; esto es, si las filas de la matriz de coeficientes son
proporcionales:

a11p1 + a12p2 = Ap1 (@11-A) p1 + a12p2 =0
a12p1 + G22P2 = Ap2 ar2p1 + (a2 —A)p2 =0

{ p1q1 +p2g2 =0

El sistema anterior tiene solucién (p1,p2) # (0,0) si

det ( a11-A 412 ) =0+« )\2 - (CL11 + agg))\ + det AOO =0

ai2 az2 — A
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Notese que es la ecuacién caracteristica de la matriz Agg que es diagonalizable.
Nota: Si (v1,v2) es autovector asociado al autovalor A; de Agy entonces
Q[0,v1,v2] y P[0, —va,v1] satisfacen el sistema

P1q1 + p2g2 =0
PtAQ = 0

luego sus rectas polares son los ejes de la cénica C.
Por 1ltimo, llamamos vértices de una cénica C' a los puntos de interseccién
los ejes de la cénica con la cénica.

Ejemplo 1 Sea la cénica C = 23 + 23 + 235 — 2z0w2 + 27122 = 0. Se pide:

1. Vamos a calcular el didmetro conjugado de la recta r = xg+ 21 + 222 = 0.
(Es r un eje de la cénica?

2. Calcular los ejes de la cénica y representarlos en el plano afin junto con la
conica afin.

3. Hallar el centro de la cénica.

4. Calcular los vértices de la cénica.

Clasificacion:
La matriz de la cénica es
1 0 -1
A= 0 1 1
-1 1 1

El determinante de A es: det(A) = —1 # 0, (C es una cénica regular) y como
det Apgg = 0, la cénica afin C' es una parabola.
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El punto impropio de la recta r = x¢ + x1 + 2x2 = 0 satisface la ecuacion
x1 + 2x2 = 0 por tanto tiene coordenadas homogéneas P[0,—2,1]. La recta
polar de P es el didmetro conjugado de r; esto es,

1 0 -1 To
rpo= (0,—2,)[ 0 1 1 | =0
-1 1 1 T2
rp = .’E()+.’E1+£C2:0.

Notese que los puntos impropios de r y rp; P[0,—2,1] y Q[0, 1, —1] respectiva-
mente, son puntos conjugados: P*AQ = 0 pero r y rp no son rectas ortogonales
pues —2-1—1-1+#0.

Los autovalores de Agg son A\ = 0, Ay = 2. Y los autovectores asociados a
dichos autovalores son:

(—1,1) autovector asociado a A =0

<
o
|

vy = (1,1)autovector asociado a A = 2

Por tanto los ejes de la cénica son las rectas polares de los puntos impropios
Py[0,—1,1] y P[0, 1,1]; esto es,

1 0 -1 Zo
rp, = (0,—1,1) 0 1 1 z; | =0
-1 1 1 )
1 0 -1 Zo
rp, = (0,1,1) 0 1 1 z1 | =0
-1 1 1 X9
Por tanto, los ejes de la cénica son
rp, = z0=0,

TP, —x9 + 2z1 + 229 = 0.

Los didmetros de la cénica se cortan en el centro; en particular, el centro es
el punto de interseccién de los ejes de la cénica:

z9 =0 z0=0 B
{—$0+2$1+21‘2:O <:>{$1+$2:O <:>Z[O; 171]

La pardbola tiene centro impropio.
Los vértices de la cénica son los puntos de interseccién de la cénica con sus

ejes. Como C' es una parsbola, tiene un punto impropio que es precisamente el

centro Z y también es un vértice de la parabola (el vértice impropio):

{ 23 + 23 + 23 — 2wox2 + 27172 = 0 { (1 +x2)2:0

= — Z[0,-1,1]
o — 0 o — 0
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El otro vértice es la interseccién de la pardbola con su eje propio:

1+x%+x%—2x2+2x1x2:0
—1+4+2x14+225=0

1+(x1+x2)2—2x2=0 1+%—2$2=0

= {1:2$1+2.’L'2 = 1:2$1+2$2
_s 15

— 273 - L = VI1,-=-, .
T=3-T2=37§5§7 7§ 88

Ejemplo 2 Sea la cénica C= 33(2) — 43:% + x% — 2xgx1 — 2x022 = 0. Se pide:
1. Clasificar la cénica.
2. Calcular las asintotas de la cénica.
3. Calcular los ejes de la cénica.
4. Hallar el centro de la cénica.
5. Calcular los vértices de la cénica.

Clasificacion:
La matriz de la cénica es
1 -1 -1
A= -1 -4 0
-1 0 1

El determinante de A es: det(A) = —1 # 0, (C es una cénica regular) y como
det Agp = —4 < 0, la cénica es una hipérbola.
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Los puntos impropios de la hiperbola satisfacen las siguientes ecuaciones:
x% — 43:% + ax% — 2x0x1 — 220972 =0
To = 0
—4x?+22=0 (2 +2x1) (22 —221) =0
To — 0 o = 0
— Pl[oa]-a*Q]yPQ[Oal,Q]

Por tanto, las asintotas de la cénica son:

rp, = PfAX =1x9 —4x1 — 229 = 0,
rp, = PQtAX = —3xg — 4z + 229 = 0.

Para calcular los ejes calculamos los autovectores de la matriz Agg. Los
autovalores de Agg son A1 = —4, Ay = 1. Y los autovectores asociados a dichos
autovalores son:

71 = (1,0)autovector asociado a A = —4

U2 = (0,1)autovector asociado a A =1

Por tanto los ejes de la cénica son las rectas polares de los puntos impropios
@1[0,1,0] y Q2[0,0, 1]; esto es,

1 -1 -1 0

rg, = (0,1,0)( -1 —4 0 1 | =—x0—421 =0
-1 0 1 Tg
1 -1 -1 Zo

rg, = (0,0,1)1 -1 -4 0 xy | =—xo+2x2=0
-1 0 1 Z9

El centro de la cénica es el punto de interseccién de los ejes. Como C' es
una hipérbola, su centro es un punto propio y sus coordenadas satisfacen las
siguientes ecuaciones

1+4£L'1=0 1
{ | — 29 =0 :>Z[1,—4,1]

Los vértices de la cénica son los puntos de interseccién de la cénica con sus
ejes. Por tanto,

J:g — 456% + m% — 2xor1 — 22022 = 0
—To — 43)1 =0
{ 1627 — 423 4+ 23 + 827 + 8x122 = 0 PN { 2022 + 8r122 + 23 =0

o = —4.’1,'1 o = —4.’1]1
2 _
20+8+t==0
t::EQ/CEl To = _4'1.1
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Como 20 + 8t + t> = 0 no tiene soluciones reales, el eje —zg — 4x1 = 0 de la
conica corta a la cénica en puntos imaginarios. Veamos la intersecciéon de la
cénica con el otro eje:

{ x% — 4x% + x% — 2x9x1 — 22022 =0 { 4:5% + 2z021 =0

—x0+x2=0 —x9+x2=0
2(2I1+$2)$1:O
= {IEO+$2_0

Por tanto V1[1,0,1] y V5[1,—1/2,1] son los dos vértices propios y reales de la
hipérbola.
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2.7 Invariantes métricos de una cénica

Sean R = {0, B = (é1,¢é2)} y R = {O', B’ = (&}, ¢é,)} dos referencias ortonor-
males del plano afin As. Sea C una cénica del plano afin euclideo con matriz
asociada A respecto de la referencia R y matriz B respecto de la referencia R/,
es decir,

apo apr  ao2 Zo
Cr = (2o0,71,22) apr @11 @12 T =0
ap2 aiz2 G222 T9
/
boo  bo1  bo2 [
— / ! / /
Crr = (20,21,73) | bor bur bi2 zy | =0
/
boa b1z b2 T4

entonces, se cumple

det(A) = det(B)

det Agg = det Bgg Los autovalores de Agg
< ..
a11 + azs = b1y + b2 y By coinciden.

b1 b
Ann — ai a2 Bon — o Y2
00 < a1z Q22 ¥ P00 biz  bao

2.8 Forma reducida de una cénica regular

siendo

Sea C una cénica que respecto de una referencia ortonormal R = {O,B =
(€1,€5)} tiene por ecuaciéon: Cr = XTAX = 0.
2.8.1 Conicas con centro propio: hipérbolas y elipses

Si det(Agp) # 0 entonces existe una referencia ortonormal R’ = {O', B’ =
(e,é5)} tal que la expresion matricial de la cénica en la nueva referencia es:

doo 0 0 $6
Cr = (xp,x,25) | 0 din 0O zy | =0
0 O d22 1‘/2
La ecuacién Cr/ = doo(z)? + di1(2})? + daz(2h)? = 0 se denomina ecuacion

reducida de la cénica, donde

O’ es el centro de la cénica

di1,daa son los autovalores de Agg

€}, €, vectores propios de Agg (vectores de direccién de los ejes de C)
doo cumple det(A) = d00d11d22
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Ejemplo 1 Sea la cénica C = 2xpxs — 20129 — :c(% + 7x% + 71‘% =0.
Clasificacion:
La matriz de la cénica es

-1 0 1
A= o 7 -1
1 -1 7
El determinante de A es: det(A) = —55 # 0, por tanto, es una cénica regular.

Los autovalores de Agg son Ay = 6, A2 = 8 (por tanto, det Agg = A1 A2 = 48 > 0).
La cénica C es una elipse.

Elementos notables:
El centro de la elipse es un punto propio que no pertenece a la coénica.
Tenemos:
P = A™'U siendo U1, 0, 0]

luego
Do 10 1\ '/1 s
p = 0 7 -1 0 |= $
D2 1 -1 7 0 55
Esto es

Contro = | (-8 L TN _[(,_L _7
O =1\"55 55755 )| T |\ 487 48

Los didmetros de la elipse son las rectas que pasan por su centro. La familia
de didmetros es

zo —55 0 1 48, 48
T $ (Z = & (b—"Ta)xo + %bxl — gaxg =0,
X9 55
estoes, d,p, = (b—Ta)xg+ 48bx; — 48axe = 0.
Anslogamente son las rectas polares de puntos impropios. Si Py = [(0,«, 3)] €

T's0, €ntonces su recta polar vtiene la siguiente ecuacion

1 0 1 0
rp. = (0,a,8) o 7 -1 1 | =0
1 -1 7 T2
estoes, dp. = Pro+ (Ta—p)x1+ (78 — a) zs.

Nétese que si tomamos &« =7b—a y 8 =b — Ta, se cumple: dp_ = dg .

La elipse no tiene asintotas ya que todos sus puntos son propios.

Los ejes de la elipse pasan por el centro y tienen direcciones dadas por dos
vectores propios ortogonales. Los vectores propios de C son:

€1 (1,1) autovector asociado a A\; = 6,
€y = (—1,1) autovector asociado a Ay = 8,
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por tanto, los ejes son:

To 1 0

Ejel = T }48 1l |=-29g—21+22=0,
T2 }48 1 8
o 1 0 1

Eje2 = | a1 -5 -1 |=—Zu0—z —a5=0.
T2 }48 1 6

Los wvértices son los puntos de interseccién de la elipse con sus ejes. Como
todos los puntos de la elipse son puntos propios, buscamos los vértices en zg = 1,
esto es, planteamos los sistemas
2z0x9 — 2w122 — T3 + T3 + T3

CNnEjel = {§$0_$1+$2_0

2x0%2 — 2T1T9 — a:% + 796% + 7.’1?%
—%.’.130—.’)31 — X9 =0

CNEje2 = {

para xg = 1 y obtanemos

229 — 219 — 1 + Tw? + T23
é—.’L‘l—‘r.’EQZO

11 71

+

= 1, —+ — 4+ —
— N K 8 t21Y5 g 24‘/%)]

2m2—2x1x2—1+7x%+7x§
—%—%1—332:0

11 71
+
—(1,—— + —165,—— T 165 )| .
= Y K BTV T 65)}

Forma reducida: La ecuacién reducida de la elipse es
CR/ = d00($6)2 + d11($/1)2 + dgg(l‘/g)Q = 0,

donde di; = 6 ,das = 8 y como det(A) = —55 = dpodi1das = dpo48, entonces
doo = —55/48. Por tanto,

—95
Cr = =2 (ah)? + 6(ah)” + 8(ap)* =0,

siendo el origen de la referencia R’, el centro de la cénica: O'= (74—8, 74—8) y la

base es o o —
B = <||2||’ ||e§||> - ((%%) ’ (ééﬁ))

Utilizando la matriz del cambio de referencia resulta:

-l _T 55
LB IR Y w00
7 7 A B 5 7| = 0 6 0
0 —-L L _r 1 L 0 0 8
V2 V2 % V2 2
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Ejemplo 2 Sea la cénica C= 1130(2J — %x% — %x% + 8xgxs + 3x122 = 0.

Clasificacion:
La matriz de la cénica es

110 42
A= 013
VR
El determinante de A es: det(A) = —6 # 0 (es una cénica regular) y los
autovalores de Agg son A\; = 1, Ay = —2; por tanto, det Agp = —2 < 0. La

co6nica C' es una hipérbola.

Elementos notables:
El centro de la hipérbola es un punto propio que no pertenece a la cénica.

Tenemos:
P = A7'U siendo U[(1,0,0)]

luego
o 1m0 42\ /1 1
m = o -1 3 o
D2 42 2 -1 0 —3V2

El centro es
Z= K;,—ﬁ,—;ﬁﬂ - [(1L-3v2.—v2)].

Los didmetros de la hipérbola son las rectas que pasan por su centro (las
rectas polares de puntos impropios). La familia de didmetros es

Zo 1 0
1 —-3v2 a = V2(a—3b)zg — bx1 + axy =0,
o —\/§ b

estoes, dgp = \/ﬁ(a —3b)xg — bxy + axy = 0.

La hipérbola tiene dos asintotas que son las tangentes a la hipérbola en sus
puntos impropios. Los puntos impropios de la hipérbola son:

—3x% — 223 + 3x12s =0 :>{ P [(0,1,3 - 2V2)]

o 2
PeC’ﬂroo=>{x0:0 Py [(0,1,3+2v2)]

La polar de P; es:

11 0 42 T
no= (013-2v2) o -1 3 z | =0
442 % —1 T2

= rl<12\f216>:€0+(43\/§31’1+\@3320»
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y la polar de P; es:

—
—
(@)
W~
N
8

[e=}

2

(0,1,3+2\/§) 0 -1
4\/5 % — €To

2
— 7r9 = (16+12\/§>x0—|—(4+3\/§>x1—\/§x220.

N
=
8
—
Il
jes)

Por tanto, las asintotas de la hipérbola son
(12v2 - 16) o + (4 - 38v2) 1 + V222 =0,
(16 +12v2) @ + (4+3v2) 1 — Vaz; = 0.

T1

T2

Nétese que para a = 1, b = 3 — 21/2 se tiene
diyop = V2 (1 ~3(3— 2\/5)) 2o — (3= 2V2)m + 39 = 0,
(12 — 8\/5) xo — (3 — 2\/5)3:1 +29=0
V2 ((12 - 8\@) xo— (3 — 2\/5):101 + :ch) =0
= ((12%5 - 16) o + (4 — 3v2)z; + \/§m2) =0

= T

y paraa =1y b= 3422 se tiene: dy 3 0y5 =T1-
Los ejes de la hipérbola pasan por el centro y tienen direcciones dadas por
dos vectores propios ortogonales. Los vectores propios de C' son:

¢1 = (1,1) autovector asociado a A; = 1,

—

= (—1,1) autovector asociado a Ay = —2,

V)

por tanto, los ejes son:

i) 1 0
Ejel = 1 —3V2 1 |=ax9—ax1 — 23:0\/5 =0,
T2 -2 1
To 1 0
Eje2 = 1 —3vV2 -1 |=-21—29— 41:0\@ =0.
€To —\/5 1

Los wertices son los puntos de interseccién de la hipérbola con sus ejes

llx% — %x% — %x% + 8xgxo + 3x1292 = 0

$2—$1—2x0\/§:0

1195% — %x% — %x% + 8xgxs + 3x122 =0

—X1 — X9 741‘0\&:0

CNEjel = {

CNEje2 = {
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Si kg = 1, entonces

11— 23 — $a3 =
{ 271~ 3%+ 82 4302 =0 no hay solucién real

.%'2—«751_2\/5:0
11— 327 — 523 + 825 + 30122 = 0
—z1 — w2 —4vV2=0

= V= {(1 —1—2\/§ﬂ:%\/31—16\f2, 1—2\/§i;\/31—16\/§>}

Forma reducida: La ecuacién reducida de esta hipérbola es
doo(20)? + di1(21)? + daa(23)* = 0

donde dy; = 1 ,das = —2 y como det(A) = —6 = doodi1d22 = —2dgp, entonces
dop = 3. Por tanto,

Crr = 3(x)* + (1)? - 2(x3)* = 0,

siendo el origen de la referencia R’, el centro de la cénica: O'= (—3\/5, —ﬂ) y
la base es

7= (ren) = () ()

Utilizando la matriz del cambio de referencia resultas:

1 —3v2 —V2 1 0 0 3.0 0
1 1 1 1
0 % 5 |A|l V2 5 -5 |=[01 0
o 4 vz L o 00 —2
V2 V2 V2 V2
2.8.2 Conicas con centro impropio: pardbolas
Si det(Agg) = 0 entonces existe una referencia ortonormal R’ = {0’ B’ =

(e1,¢5)} tal que la expresién matricial de la cénica en la nueva referencia es:

0 0 d02 $6
Cr = (zp,2,25) | 0 din 0O zy | =0.
dog 0 0 1"2

La ecuaciéon Crs = di1(z))? + 2dgazyrh = 0 se denomina ecuacion reducida de
la conica, donde

O’ es el vértice de la parabola
di1,0 son los autovalores de Agg
&}, €, vectores propios asociados a dj1, 0 resp.

Si cambiamos el orden de los vectores, la matriz que se obtiene es

0 don O
do1 O 0
0 0 doo
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Ejemplo Sea la cénica C = —2wgxs + 4179 + 22 + 422 + 23 = 0.
Clasificacion:
La matriz de la cénica es

1 0 -1
A= 0 4 2
-1 2 1
El determinante de A es: det(A) = —4 # 0 (es una cénica regular) y los

autovalores de Agg son Ay = 0, Ay = 5 (por tanto, det Agp = M Ay = 0). La
conica C' es una parabola.

Elementos notables:
El centro de la pardbola (el polo de la recta del infinito) es un punto impropio
que pertenece a la cénica. Se tiene:

CNree = 4120 +423+22 = 0 t x:/: 44412 =0 =t = -2 = Z[(0,1, —2)]
=I2 1
Los didmetros de la pardbola son todas las rectas que pasan por su centro
(rectas polares de puntos impropios). Tienen la direccién del vector (0,1, —2),
por tanto,
Familia de didmetros d, = axg + 221 + 29 = 0.

La asintota de la pardbola (recta tangente en su punto impropio) es la recta
impropia: z¢g = 0.
La pardbola tiene un tnico eje propto. Tenemos:

€1 = (2,1) autovector asociado a Ay = 5,
€ (—=1/2,1) autovector asociado a A; = 0.

Por tanto, el eje propio de la pardbola es la recta polar del punto: P[(0,2,1)];
esto es

1 0 -1 o
Eje =(0,2,1) 0 4 2 1 =0 = Eje = —z¢ + 1021 + 5z2 = 0.
1 2 1 o

El vértice es la interseccién de la pardbola con su eje:

—2xoTo + 4129 + 33(2) + 43:% + x% =0

C”EJQE{ 20 + 102 + 5y = 0

Enaxy=1

—229 +4x 1m0 + 1+ 422 + 22 =0 4 13
1. ——. . —
{—1+10m1+5m2=0 =Vl

Forma reducida: La ecuacién reducida de esta pardbola es

Cr = d11($,1)2 + 2d02$6$’2 =0
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donde di; = 5 y como det(A) = —4 = (dg2)?dy; entonces (do2)?> = 4/5. Por
tanto,

4
Crn =5 /2+7
R ($1) \/5

siendo el origen de la referencia R’ el vértice de la pardbola: O'= (—i 13), y

la base es
7= (aren) = (5 s) (5 5))

Utilizando la matriz del cambio de referencia resultas:

zywhy = 0,

1 —22% 32 1 0 0 0 0 —25

0 X _4 o2 1) s
75| A 25 /5 5= 0 5 0

0 L %2 FER S 25 0 0
NG 25 V5 5 5
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3 Haces de conicas
Como sabemos si r1, 79 son dos rectas distintas del plano, la ecuacién
)\’1"1 + Uro = 0

es la ecuacién del haz de rectas que pasan por el dnico punto comin de r1 y rs.

Si ahora consideramos cénicas en lugar de rectas, la situacién es algo difer-
ente.

Definicion. Dadas dos cénicas C1,Cy C Py definidas por las formas cuadrati-
cas wy : R® — Ry wy : R — R resp., con ecuaciones: C; = XA, X =0y
Cy = XtA5X =0, se llama haz de conicas determinado por Cy y Cs a la familia
de cénicas determinadas por la formas cuadraiticas:

\wi 4 piws : R — R, A\, p e R.
La ecuacién de una cénica del haz es:
CA,;L = X! (/\A1 + ;JJAQ)X =0, X € P,.

A esta familia de cénicas pertenecen, en particular, las cénicas C y Ca, pues
basta darle a los pardmetros los valores A =1,y =0y A =0, u = 1, respectiva-
mente.

Como las ecuaciones X?A4; X =0y X?A,X = 0 son ambas cuadraticas, las
dos cénicas base C; y C_’g, tienen o cuatro puntos en comin (no necesariamente
todos distintos), o una cantidad infinita de puntos comunes. Este tltimo caso
se da si ambas cénicas son la misma o si son cénicas degeneradas con una recta
en comuin. Ambos casos son triviales y los excluiremos.

Observacién. El haz de cénicas determinado por C; y Cy es simplemente la
familia de cénicas que pasan por los cuatro puntos comunes de C; y Cs.

Definicion. Se llama base de un haz de conicas al conjunto de los puntos de
P> que estdn en todas las cénicas del haz. Esto es, son los puntos comunes de
las dos cénicas que determinan el haz.

Proposicion. Un haz de cénicas en Py contiene a lo més tres cénicas no
regulares, a menos que el haz esté compuesto por cénicas todas ellas no regulares.
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Ejemplo. Las cénicas C7,Cy de ecuaciones:

C, = a2+ 22?2 + 22 + 4xgzs = 0,
Cy, = fx% + 2x9x2 = 0,

nos proporcionan el haz

B B A 0 22+ p o
ACy + pCs = (.’L‘Q,Zbl, 372) 0 2\ — i 0 1 =0.

Las cénicas no regulares de este haz son las que cumplen

A 0 22+ 1
0= 0 2 —pu 0 =22 —p) (A = 22+ p)?).
220+ 0 A

Estoes, 6 u=2\6

2 _ 2 A=2X+p ==X
AT = (2 +p) <:>{ N —orp T u= -3

Las cénicas no regulares de este haz son las siguientes cénicas

Cy+2Cy = a2+ 8xoxs + 3= (zo + 41:2)2 — 1523
= ({E(] +4x5 + ].5£EQ) ({E(] + 4xy — 15$2) =0,
C1—Cy = 2+ 30+ 23+ 22022 = (20 + 22)? + 327 =0,

C1 —3C, x2 + 527 + 23 — 2wwy = (19 — 22)* + 5x] = 0.
Luego, C1 + 205 es el par de rectas zg + 4zo + 15xs = 0, zo + dzg — 1535 = 0,
C1 4 Cy es el par de rectas 9+ 22 = 0, ; = 0y C; — Cy es el par de rectas
zof:rQ:O, LE1:0.

Observacion. Supongamos que los puntos base A, B,C, D de un haz son
todos distintos. Entonces el haz contiene exactamente tres cénicas degeneradas
que son los siguientes pares de rectas:

Ci=r(AuB)r(CUD),Cy=r(AUC)r(BUD),C3 =r(AUD)r(BUC)
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Proposicion. Por un punto no bésico del haz pasa tinicamente una cénica
del haz.

Definicion. Los puntos singulares de las cénicas no regulares del haz se
llaman puntos fundamentales del haz.

3.1 Posibles tipos de haces

En funcién de la multiplicidad de los cuatro puntos base del haz, tendremos
distintos tipos de haces. Los discutiremos obteniendo los casos mas singulares
a partir del caso general.

3.1.1 Haz general: Cuatro puntos simples
El haz AC + uC’ tiene cuatro puntos base distintos A, B,C y D. Por tanto,

tiene tres conicas no regulares: Cy = r(AUB)r(CUD), Cy = r(AUC)r(BUD),
C3 =r(AUD)r(BUC). La situacién es la de la siguiente figura:

Este tipo de haz lo utilizaremos para determinar una cénica cuando tengamos
5 puntos de la cénica o 4 puntos y otra condicién, como por ejemplo ser de un
determinado tipo o ser tangente a una recta dada, etc...

Ejemplo. Determinar la cénica que contiene a los puntos A(1,0,1), B(1,1,1),
y C(1,—1,0) y cuyo centro es Z(2,1,0).

Como el centro Z es centro de simetria podemos calculos los puntos simétri-
cos de los puntos A y B y asi obtendremos dos puntos mas de la cénica.

Tomamos las coordenadas del punto Z en la carta afin o = 1. Por tanto,
tomamos las coordenadas (1, %, 0) de Z.

El simétrico de A es: A’ =27 — A = 2(1, %,O) - (1,0,1) = (1,1,-1) y el
simétrico de B es B' =27 — B=2(1,3,0) — (1,1,1) = (1,0, -1).

Tenemos cuatro puntos de la cénica A, A’, B, B’ por tanto, podemos deter-
minar el haz de cénicas que contiene a dichos puntos. Dos cénicas del haz son

las cénicas degeneradas: C; = r(AUA)r(BUB') y C2 =r(AU B)r(A'UB’).
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Calculamos dichas rectas:

o 1 1

r(AUA) = |21 0 1 |=21 —x0+x2=0,
To 1 -1
i) 1 1

r(BUB') = |z1 1 0 |=21 —29—123=0.
T2 1 -1

Luego Cy = (221 — 2o + 72) (221 — 29 — 72) = 0. Y

Zo 1
r(AUB) = |1 O
1

€2

ZLL'Q—.’L'():O,

— =

To 1 1
X1 1 0 = —Xp — X9 = O7
o -1 -1

r(A"UB’)

luego Cy = (z2 — o) (2o + 22) = 0. El haz es:

AC1 + puCo = N (221 — 20 + 22) (201 — 2o — @2) + p1 (w2 — ) (xg + 22) = 0.
Como contiene al punto C'(1,—1,0) se tiene que verificar:

ACL+pCo = A (=2 —1)(=2—=1) 4+ p(-1) =0 = pu =9\

Luego la cénica pedida es:

Ci+9C, = (221 —z0+22) (271 — 20 — 22) + 9 (22 — 70) (20 + 72) =0

4a? — 8x3 — 4xoxy + 825 =0

3.1.2 Dos puntos simples y uno doble

El haz A\C' + uC'’ tiene tres puntos base A, B,C, uno de ellos, C, es un punto
doble. Este caso se obtiene como caso limite del anterior (cuando C = D) y tiene
dos cénicas no regulares: la cénica C; = rs donde r es la recta de tangencia, y
s es la recta que contiene a A y B y la cénica Cy = rirs donde 71 es la recta
que contiene a los puntos A y C'y r2 es la recta que contiene a los puntos B
y C (la cénicas Cy y C3 del caso anterior coinciden). La situacién es la de la
siguiente figura:
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La recta r es tangente a cualquier cénica regular del haz. El haz se puede
plantear como:
Ars + prirg = 0.

Este tipo de haz nos puede servir para problemas de determinacién de cénicas
cuando tengamos como datos: una tangente de la cénica y su punto de tangencia
(serfa la recta r de la figura) y que pase ademds por tres puntos o por dos puntos
y algin dato més de la cénica como que sea de cierto tipo, o que sea tangente
a cierta recta, etc...

Ejemplos

1. Determinar la pardbola que pasa por los puntos de interseccién de la cénica
C = —a3 + 2% + 423 = 0 con la recta r = 3z3 — 9 = 0 y es tangente a C
en el punto P[1,1,0].

Solucion:

El punto P € C y por tanto, su recta polar es la tangente a C en P.
Calculamos la recta polar de P respecto de C:

-1 0 0 o
t=(1,1,0) 0 1 0 1 | = —x9+x1 =0.
0 0 4 T2

Los puntos de interseccién de la recta r con la cénica C' satisfacen las
siguientes ecuaciones:

—z3 422 +423=0 —9z3 + 22 +422 =0
33’52—3’3020 3.’1)2:1‘0

— x? = 53
3:E2 — Xo = 0

Por tanto, la recta y la cénica intersecan en los puntos A y B de coorde-
nadas homogéneas [3,/5,1] y [3, —v/5, 1] respectivamente.
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Pimer camino: -
Utilizamos el siguiente haz de cénicas: A\C' + urt = 0, esto es;

A(—2f + 27 + 423) + p (322 — 20) (—20 + 21) =0

cuya matriz es

-1 00 1 -1 -3
Mya. = A 0 1 0 |+upu —éo 3
0 0 4 -5 3 0

Imponemos que sea una pardbola:

3 1
O_det( Qu i‘; ) = = (Br =40 (4 + 3p).
2

Y obtenemos dos cénicas con matrices: La cénica C; de matriz

1 3 1 2
-1 00 Jf 1 -5 3 i -2 -2
Mg, =| 0 1.0 |+2 —é 0o 3 |=1-2 1 2
0 0 4 -5 3 0 -2 2 4
y se comprueba que det Mg, # 0. Y la cénica C5 de matriz
1 3 7 2
Mg,={ 0 1 0 -2 —é 0o 3 |=1 2 1 =2
0 0 4 -5 2 0 2 -2 4

y se comprueba que det Mg, # 0.

Segundo camino: Utilizamos el siguiente haz de cénicas: Arjre + prt =
0, donde r; es la recta que contiene a los puntos P y A y r; es la recta
que contiene a los puntos P y B; esto es,

Zo 3 1

rmo= det| zy VB 1 :ml—x0+3$2—m2\/320,
X9 1 0
ZTo 3 1

ro = det| z; —v5 1 =1 —x0+3x2+x2\/5:0.
X9 1 0

La ecuacién del haz es la siguientes:

A (xl —xg+ 3x9 — 352\/5) (ml — g + 3x2 erQ\/g)Jru (3zg —x0) (—x0+ 1) =0

36



equivalentemente,
A (lezg — 6xors — 22021 + :1:8 + :cf + 4x§)+u (3x1:p2 — 3xgx2 — xox1 + x%) = 0;

y su matriz es

1 -1 -3 1 -3 -3
Mpa. = X -1 1 3 |+np —é 0o 3
-3 3 4 -2 2 0
Ap =A—ip =3x-3u
= — f%,u A 3/\+%u
—3A—32u 3x+3p 4N

Imponemos que sea una pardbola:

_ A 3BA+3p ) 1
O—det( Drie ) = 7 (20 +34) (10A+3p).

Y obtenemos dos cénicas con matrices: La cénica C7 de matriz:

1 -1 -3 9 1 -3 -3 3 -2 -2
Mg, = -1 1 3 |-2 —éog:—?)lz
-3 3 4 -5 32 0 -2 2 4
y se comprueba que det Mg, # 0. Y la cénica Cy de matriz,
1 3 72
1 -1 -3 10 11 7 2 3 2
-3 3 4 -5 2 0 2 -2 4
y se comprueba que det Mg, # 0.
. Determinar la cénica C' que es tangente a la cénica Cy = —4x2 +a2+423 =
0 en el punto P[1,2,0], sabiendo que contiene al punto Q[1,0,2] y a los
puntos de interseccién de C; con la recta r = —3xg + 2x1 + 22 = 0.

Solucion:

El punto P € () por tanto, su recta polar es la tangente a C; en P.
Calculamos la recta polar de P:

-4 0 0 o
t=(1,2,0) 0 1 0 z1 | =—4xo+ 2z, =0.
0 0 4 X9

Los puntos de interseccién de la recta r con la cénica C; satisfacen las
siguientes ecuaciones:

—dx3+ 23+ 423 =0 — —423 + 22 + 4 (3x9 — 221)° = 0
—3xg+ 221 + 22 =0 To = 3x9 — 221

323:% — 48xgx1 + 173:% =0
<
T = 3£E0 - 21‘1
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El discriminante de la ecuacién 32t2 — 48t + 17 = 0 es A = (—48)% — 4.
32-17 > 0, por tanto, la recta y la cénica intersecan en dos puntos A y B.

Tenemos la situacién que muestra el siguiente dibujo:

~ Y \\‘ N
\\\ \\ R
N

\\ \\ i

B T

\ \T:\_j -

Utilizamos el siguiente haz de cénicas: ACy + urt = 0, esto es;
A (—daf + af +423) + p (=3mo + 221 + 22) (—4z0 + 221) = 0.
Como C' contiene al punto Q[1,0,2] se verifica:
P2A+4p=0= p= -3\
Luego la cénica pedida es:
C = (—4azd + 27 + 423) — 3 (—3z0 + 221 + 22) (—4zo + 221) = 0.

3.1.3 Dos puntos dobles

En este caso la configuracién del haz es la de la siguiente figura:

El haz tiene dos cénicas degeneradas: una es la formada por el par de rectas
rarp y la otra es la formada por la recta de puntos dobles r. La ecuacién del
haz es

Crp = Ararp + pr? = 0.

Por ejemplo, la familia de todas las hipérbolas que tienen dos rectas r y s como
asintotas, forman un haz de este tipo con ecuacién:

Cap = Ars+ pag = 0.

Ejemplo. Determinar la cénica C tal que:
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1. Pasa por el origen de la referencia y la tangente en él es la recta r =
6x1 + x9 = 0.

2. Es tangente a la circunferencia C; de centro (4, —6) y radio 2 en el punto

Q(4, —4).
3. Los ejes de la coénica son paralelos a los ejes de coordenadas.
El origen de referencia es el punto P [(1,0,0)] y la circunferencia dada es:
(1 —4)* + (2 +6)* =4 = 1229 — 8y + 27 + 25 +48 = 0.
En el plano proyectivo, la circunferencia tiene ecuacién:
122929 — S8xozy + 3 + 235 + 48568 =0.

La tangente a C en el punto Q [(1,4, —4)] es

48 —4 6 T
ro=(1,4,-4) -4 1 0 1 | =8z¢+ 279 = 0.
6 0 1 o

La recta que contiene a P y () tiene ecuacién:

i) 1 1
s=det| 1 0 4 = 4x1 + 4x5 = 0.
X9 0 —4

Consideramos el haz de cénicas tangentes a la recta r = 6x1 + z2 = 0 en el
punto P y que contiene al punto P, Cy , = Ar-rg + us? =0, esto es,

éA,u = A6z + x2) (oo +x2) + p (21 + $2)2 — 0
A (243)0-’171 + 4xoxos + 62179 + ZC%) + u (ZB% + JJ% + 23:11,2) =0

esto es, C_',\,N

\

La matriz del haz es

0 12X 2\
A= 12X\ i A+
20 3 +p A+p
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Como los ejes de la cénica buscada son paralelos a los ejes de coordenadas la

matriz
Ao — 1 A+
0o 3AN4+p A+p
debe ser una matriz diagonal. Por tanto, 4 = —3A. La cénica buscada tiene
ecuacion:

C = (621 +22) (doo+22) —3(x1 + 562)2 =0.

3.1.4 Ejercicios

Ejercicio 1 Determinar la cénica C' con asintotas la recta 2xg — 1 — 229 = 0
y una recta paralela a la recta 1 = 0 y tal que el punto P [1,1,0] es polo
de la recta 2z + o — 39 = 0 respecto de la cénica.

Solucién Una recta paralela a la recta z; = 0 tiene ecuacién: bxg + x; = 0.
Por tanto, las asintotas de C son las rectas r1 = 2z — 21 — 222 = 0 y
ro = bxg + x1 = 0. La cénica C tiene dos puntos impropios P;, P, pues
tiene dos asintotas distintas. Se tiene la situacién que muestra la figura:

Por tanto, la cénica que buscamos estd en el siguiente haz de cénicas:

C'A,u
estoes, Oy, = A(2z0 — x1 — 22) (bxo + 21) + pal =0,

AT - To —|—,uacg =0;

con matriz asociada
4204 A—2X —bA

A= X=Ltx =X =)
—bA - 0

Por 1ltimo, como el punto P es polo de la recta 2z1 + x2 — 3z9 = 0

respecto de C, se tiene que cualquier punto de dicha recta y el punto P
son conjugados. Tomo los puntos Q1 [(1,0,3)] y Q2 [(0, 1, —2)] de la recta.
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Como @7 y Q2 son conjugados con P se tiene:

pA26A A= 2X —bA 1
0 = (LO3)[ A=5x - —)\ 1) b>)\+u,
—bA - 0
[+ 202 A—2% 1
0 = (0,1,-2)| A—25A —)\ —)\ (1 = 2b)>\.
—bA Y 0

De donde obtenemos que =0y b= —4/3. La conica es:

~ 4
C = (2z9 — 1 — 222) <—3m0 + m1> =0.
Ejercicio 2 Determinar la cénica C que contiene al origen y tiene las mismas
asintotas que la cénica C; = 2x3 + 33:% — 3x§ — 2xox1 — l4z129 = 0.

Solucién La coénica C] tiene matriz asociada

2 -1 0
A= -1 3 -7
0 -7 =3

y es de tipo hiperbdlico ya que det Agg = —9 — 49 < 0. Por tanto, tiene
dos puntos impropios P;, P> que coinciden con los puntos impropios de
la cénica a determinar. La cénica C' es una cénica del haz que tiene por
ecuacion:

C_',\7H = MO+ ,uxg =0;
esto es, C_')\’# = A (236(2) + 3.’L‘% — 33:% — 2x0x1 — 14;61.’1?2) + /wc% =0.

Como ademds contiene al origen, O = [(1,0,0)], debe cumplirse que 2\ +
1 = 0. Por tanto, la cénica buscada es

C = A (23}3 + 327 — 323 — 2xox) — 14331962) — 22 = 0;

estoes, C = 396% — 3.’1?% — 2xox1 — ldx129 = 0.

Ejercicio 3 Determinar la pardbola tangente a la recta r de ecuacién z; = 0
en el punto 7" de coordenadas homogéneas [1, 0, 2], con eje propio paralelo
a la recta s de ecuacién 2z — 2x2 4+ 3x¢9 = 0 y que contiene al punto P de
coordenadas homogéneas [1,1,0].

Solucién Todos los didmetros de la cénica contienen al centro de la cénica que
en este caso es un punto impropio. Como el eje propio es paralelo a la
recta s de ecuacién 2xy — 2xs 4+ 3xg = 0 contiene al punto impropio de s;
esto es, al puntol0, 1, 1] de coordenadas [0, 1, 1]. Luego todos los didmetros
de la pardbola contienen a R.
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Construimos el haz formado por la conica: sr y por la recta doble que contiene
a los puntos de tangencia T' y R; esto es, la recta de ecuaciéon

i) O 1
z1 1 0 |=2x04+21 —22=0.
T2 1 2

La ecuacién del haz es:
Azoxy + p(2z9 + 21 — 1:2)2 =0.
Como la pardabola pedida contiene al punto P, se tiene:
Ap(241)°=0= A= —9u
La parabola pedida tiene ecuacién:

—9zoz1 + (220 + 21 — 1'2)2 =0.
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4 Cuadricas

Sea P3 = P(R") el espacio proyectivo real tridimensional.
Definicion. Una cuddrica @ en P3 determinada por una forma cuadrética
w: R* — R es el conjunto de puntos de P3 definido por:

Q={XeP;|wX)=0}
Sea R = {0, B} un sistema de referencia en Az y sea

aoo ao1 Go2 Qo3
A= apr ai1 a2 ais
Qo2 ai2 Aa22 A23
ap3 a3z azz Aas3

la matriz asociada a la forma cuadrédtica w entonces

Q

{X ePy | X'AX =0}

3 3
= (@, w1, w2, 23)] € Py | > > aimiw; =0

i=0 j=0

La cuddrica afin definida por la forma cuadratica w es el subconjunto @ de Ag
definido por }
Q={X €Az [w(X) =0},

donde X = (1,21, 9, x3), con (1,22, 23) € Ag. Se cumple Q C Q.

4.1 Puntos singulares y clasificacién proyectiva

Sea @ una cuddrica proyectiva determinada por una forma cuadratica w: R* —
R, con forma polar f: R* x R* — R y matriz asociada A respecto de cierto
sistema de referencia.

Definiciones.

e Sedice que dos puntos 4, B € P3 son conjugados respecto de Q si f(A, B) =
0.

e Se dice que un punto P € P3 es un punto autoconjugado respecto de Q si
w(P) = f(P,P) =0.

e Se dice que un punto P € P35 es un punto singular de Q si es conjudado
con cualquier punto de P3; esto es, f(P, X) = 0 para todo punto X € Ps.
Esto es, si

f(P,X)=PTAX =0, VX € P,

0 equivalentemente,
PTA=0.
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e Se dice que un punto P € P3 es un punto regular de @Q si no es un punto
singular.

e La cuddrica @ es no degenerada, reqular u ordinaria si no tiene puntos
singulares.
e La cuddrica @ es degenerada ¢ singular si tiene algin punto singular.

Observaciones: Sea () una cuddrica proyectiva generada por una forma
cuadratica w, con forma polar f y matriz asociada A.

1. Sea Sing(Q) el conjunto de puntos singulares de Q; esto es,

Sing(Q) ={X € P; | f(X,Y) =0, para todo Y € P3}
={X eP; | AX =0}.

Se tiene

dim(Sing(Q)) = 3 — rg(A).
2. Si X € P35 es un punto singular, entonces X € Q.

Demostracion. Tenemos que comprobar que w(X) = 0. Se tiene w(X) =
f(X,X) =0 pues X es conjugado con cualquier punto, en particular con
¢] mismo.

3. La recta determinada por un punto singular X y un punto cualquiera de
la cuddrica, Y € @, estd contenida en la ciadrica.

Demostracion. Como X es singular sabemos que w(X) =0y f(X,Y) =0
y como Y pertenece a la cuddrica w(Y) = 0. Un punto cualquiera de la
recta determinada por X e Y es de la forma Z = AX + pY . Tenemos que
comprobar que w(Z) = 0. Se tiene:

Ww(Z) =w(AX +pY) = fFAX + pY, AX + puY)
= fOAX,AX +pY) + f(pY, A X + pY)
= fOAX,AX) + QX pY) + f(pY, AX) + f(uY, pnY)
= NF(X,X) + 20 f (X, Y) + @2 f(Y.Y)
= Nw(X) +22uf(X,Y) + p2w(Y) = 0.

—— —— ~——
0 0 0
4. La recta formada por dos puntos singulares tiene todos sus puntos singu-
lares.

Demostracion. Sea Z = AX + pY un punto cualquiera de la recta formada
por dos puntos singulares X e Y. Tenemos que comprobar que f(Z,T) =
0, para todo T' € P3. Tenemos:

H(Z,T) = fAX +uY,T)
=fAX,T) + f(uY,T)
=M X, T) +pf(Y,T) = 0.
S~—— ~——

0 0
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5. Si la cuddrica ) contiene un punto singular, entonces @ esta formada por
rectas que pasan por ese punto.

4.1.1 Clasificacién proyectiva

1. Si det A # 0, entonces la cuddrica Q se dice reqular o no degenerada.

2. Si det A = 0, entonces la cuddrica Q se dice degenerada.

(a) Sirg(A) =3, entonces @ tiene un tinico punto singular P.
e Si P es un punto propio, entonces Q es un cono de vértice P.
e Si P es un punto impropio, entonces Q) es un cilindro.

(b) Sirg(A) =2, entonces @ tiene una recta de puntos singulares y Q es
un par de planos con interseccién la recta de puntos singulares.

(c) Sirg(A) =1, entonces @Q tiene un plano de puntos singulares y Q es
un plano doble.

4.2 Polaridad definida por una cuadrica

Sea () una cuddrica con forma polar f y matriz asociada A. Sea P € P,
llamamos variedad polar de P respecto de la cuddrica @ al conjunto de puntos
conjugados de P; esto es ,

Vp = {XeP;| f(P,X)=0}
{X ePs | PPAX =0}.

Si P € P3 es un punto singular, entonces Vp = P3.
Si P € P3 no es un punto singular, entonces Vp es un plano 7p y llamamos
plano polar de P respecto de la cuddrica Q:

mp={X €Py | PLAX = 0}.

Definicion. Dado un plano 7 del espacio P3, llamamos polo del plano 7
respecto de la cuddrica @ al punto cuyo plano polar es 7; esto es, m1p = 7.
Si la ecuacién del plano 7 es

T = ugxo + UL + UsTo + uszs = UT X = 0,

con U = (ug, u,uz,u3) y X = (29,21, 72, 73),
entonces mp = 7 si y sélo si
PTAX =UTX, para todo X € P3

equivalentemente,
PTA=UT <= AP =U.

Y si la cuddrica Q no es degenerada (por tanto, det A # 0), entonces P = A~1U.
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Teorema. Si el punto P pertenece al plano polar de un punto R, entonces el
punto R estd en el plano polar de P.

Esto es debido a que la condicién de conjugacion f(P,R) = 0 es simétrica
en Py R.

Como hemos visto, dada una cuddrica @, a cada punto P no singular, se le
asigna un plano (su plano polar) y reciprocamente, a cada plano 7 se le asigna
un punto (su polo).

Definicion. Se llama, polaridad definida por una cuddrica Q a la aplicacién
que a cada punto no singular de @ le hace corresponder su plano polar. Esto
es,

P53\ Sing(C') — Planos de P3

Pr—7p

Teorema fundamental de la polaridad

Los planos polares de los puntos de un plano 7 de P3, respecto de una
cuddrica regular @), pasan todas por un mismo punto que es precisamente el
polo de .

4.3 Interseccién de recta y cuddrica

Sea Q una cuddrica proyectiva con forma polar f y matriz asociada A y sea
r la recta proyectiva que contiene a los puntos P = [(po,p1,p2,p3)] vy @ =
[(90, 41, 92,93)]- Un punto X € P3 estd en la interseccién de la cénica y la recta
si y s6lo si:

Xer X = AP+ pQ X = AP+ pQ
XeQ w(X) =0 wAP + 1Q) =0

La condicién w(AP + u@) = 0 se escribe:
0= Nw(P) + 2Xuf (P, Q) + 1w (Q).

Dividiendo la ecuacién anterior por u? y escribiendo ¢ = A/u se obtiene la
siguiente ecuacién de segundo grado:

0 =w(P)t* + 2f(P,Q)t + w(Q)
con discriminante
A= f(P,Q)* — w(P)w(Q).
e Si f(P,Q)=0,wP) =0y w(@) =0, entonces P,Q € Q y, por tanto,

rC Q.

e Si no todos los coeficientes de la ecuacién de segundo grado 0 = w(P)t? +
2f(P,Q)t + w(Q) son nulos, entonces hay dos puntos de corte (las dos
soluciones de la ecuacion).
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1. Si A= f(P,Q)* —w(P)w(Q) > 0, la recta y la cuddrica se cortan en
dos puntos reales distintos. La recta se dice que es una recta secante
a la cuddrica.

2. Si A = f(P,Q)? — w(P)w(Q) = 0, la recta y la cuddrica se cortan
en un punto doble. La recta se dice que es una recta tangente a la
cuddrica.

3. Si A = f(P,Q)* — w(P)w(Q) < 0, la recta y la cénica se cortan en
dos puntos imaginarios distintos. La recta se dice que es una recta
eztertor a la cuddrica.

4.3.1 Variedad tangente a una cuddrica

Definicion. La variedad tangente a una cuddrica @ en un punto P € Q, es el
conjunto de puntos X € P5 tales que la recta que une P y X es tangente a la
cuddrica @Q; esto es,

TpQ = {X € Py | A= f(P.X)? — w(P)(X) = 0}
={XeP;| f(P,X)=0}.
Observaciones.

1. Si P € Q es un punto regular, entonces

TpQ = {XePs| f(PX)=0}
{X ePs | PPAX =0}

es un plano, llamado el plano tangente a Q en P. De hecho, coincide con
el plano polar del punto P; esto es, TpQ = 7.

2. Si P € Q es un punto singular, entonces TpQ = Ps.

3. Si P ¢ Q, podemos definir la variedad tangente a Q en P ¢ @ como el
conjunto de puntos X € P3 tales que la recta que une Py X es tangente
a la cuddrica @; esto es,

TpQ = {X € P3 | recta X P es tangente a Q}
={X €Ps | A= f(P,X)* - w(P)w(X) = 0}
={X eP; | f(P,X)* = w(P)w(X)}.
Y se cumple que Tp@ es una cuddrica degenerada que tiene a P como

punto singular.

4.4 Clasificacién afin y elementos notables de las cuadricas

Sea Az = P(R*) el espacio afin proyectivizado, con sistema de referencia R =
{0, B}. Y sea w una forma cuadratica con matriz asociada A. Sea

Q= {X eP3(R") | w(X) =0}
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una cuadrica proyectiva con cuddrica afin

Q=QnNA3={X €Az |wX)=0}, donde X = (1,2, 2o, 23).

4.4.1 Centro de una cuddrica afin

Definicion. Se llama centro de una cuddrica afin @) al polo del plano del infinito
si ese punto es un punto propio (si no lo es, se dice que el centro de la cuddrica
es impropio).

La ecuacién del plano del infinito es g = 0 y la ecuacién de la cuddrica
es X*AX = 0. Por tanto, el polo del plano del infinito es el punto P tal que
P'A = (1,0,0,0).

Proposicion. El centro de una cuddrica afin es centro de simetria. Cualquier
recta que pase por el centro de una cuddrica corta a la cuddrica en dos puntos
simétricos respecto del centro.

4.4.2 Posiciéon relativa de la cuadrica y el plano del infinito

Sea s = xg = 0 la ecuacion del pano del infinito y sea la cuddrica proyectiva
() determinada por una forma cuadritica w y con matriz asociada

aopo aop1 Go2 ao3
A= ap1 aixz a2 13
Qo2 Al G22 Q23
ap3 aiz G23 as3
Se tiene:
A t
QNToo ={X €7 | w(X) =0} = {(O,xl,xg,xg) | X'AX = 0}
esto es,
~ _ 2 2 2
Q n Too = allxl + (122{132 —+ 0331‘3 + 2&12$1$2 + 2&13$1.’E3 —+ 20,233021‘3 = O,
luego @ N 74 €s una coénica en el plano del infinito 7o, con matriz
ail aiz ais
Ago = G2 Q22 Q23

a13 a23 G33

Proposicion. el centro de la cuddrica @ es un punto propio si y sélo si
det Agg # 0. Ademas,

e Si det Agy # 0, entonces la cénica Q N 7o es no degenerada.

e Si det Agg = 0, entonces la cénica Q N 7o es degenerada.
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4.4.3 Diametros de una cuadrica

Definicion. Se llama didmetro de una cuddrica @ a toda recta que contienen al
centro de Q.

Definicion. Se llama plano diametral de una cuddrica @ a los planos que
contienen al centro de Q.

Definicion. Dos didmetros d y d’ de una cuddrica @ de matriz asociada
A se dice que son conjugados si sus respectivos puntos impropios, P, P’, son
conjugados; esto es, P!AP’ = 0.

Definicion. Se llama plano diametral polar de un didmetro d al plano polar
del punto del impropio de d.

4.4.4 Ejes de una cuddrica con centro propio

Definicion. Se llama eje de una cuddrica @ al didmetro que es perpendicular a
su plano diametral polar.

Sea @ una cuddrica proyectiva con matriz asociada A. Y sea Agg la matriz
de la cénica Q N 7. Como Q tiene centro propio Z, la matriz Agg es no
singular, luego sus tres autovalores son no nulos A1, A2 y A3. Sean vy, vy y v3 los
autovectores asociados a A1, Ao y A3 respectivamente (elegimos los autovectores
ortogonales dos a dos). Los ejes @ son las rectas que pasan por el centro, Z, y
tienen direcciones los vectores vy, vs y v3, respectivamente.

La referencia R = {Z, (v1, v2,v3)} nos proporciona una referencia cartesiana
autoconjugada.

Se pueden dar tres casos:

1. Los tres autovalores son distintos. Entonces @ tiene tres ejes que son
ortogonales dos a dos.

2. Un autovalor es doble, \;y = A2, y el otro, A3, es simple. Entonces la
dimensién del subespacio de autovectores asociado al autovalor doble es
dim V3 =2 y dim V3 = 1. Luego V7 es un plano de ejes perpendiculares al
eje V3. En este caso la cuddrica Q es una cuddrica de revolucién alrededor
del eje correspondiente al autovalor As.

3. Los tres autovalores coinciden, Ay = A2 = A3. Entonces cualquier didmetro
es eje y la cuddrica es una esfera.

Definicion. Se llaman planos principales de una cuddrica Q a los planos
diametrales polares de los ejes.
4.4.5 Cono asintético

Definicion. Se llaman asintotas de una cuddrica ) a las tangentes a la cénica
en sus puntos impropios.
Sea () una cuddrica proyectiva con centro propio Z.
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Definicion. La variedad tangente a la cuddrica Q) desde el centro Z [(zo, 21, 22, 23)]
es un cono que recibe el nombre de cono asintdético. La ecuacién del cono asin-
tético es la siguiente:

f(Z,X)? —w(Z)w(X) = 0 (Z'AX)(Z'AX)— (Z'AZ)(X'AX) =0
—= 12— 2(XTAX)=0
det A
2 00 t
— X'AX) =
T g KAX) =0
equivalentemente
detA o, =
detAoomO B Q =0

Las cuddricas de tipo eliptico tienen un cono asintético imaginario y las cuddri-
cas de tipo hiperbdlico tienen un cono asintético real.

Las generatrices del cono (rectas del cono) son los didmetros tangentes a la
cuddrica.

Llamamos plano asintético a los planos polares de los puntos de la cénica
impropia de Q (Q N 7o = C) (si existen).

Ejemplo 1. Sea la cuddrica Q = 2% + 323 + 4x122 + 223 +2 = 0.

La matriz de @ es:

2 0 0 1
01 2 0
A= 02 00
1 0 0 3
El determinante de A es det A = —20, cuddrica con centro propio:
2 0 0 1
01 2 0
(zo z1 29 23) 02 0 0 :p(1000),
1 0 0 3
esto es,
220+ 23 =1p
21+ 222 =0
221 =0
20+ 323 =0
El centro es: Z[(1,0,0,—1/3)].
Ecuacién del cono asintético:
det A - 20
dot Aoy 2-Q = 0= Ex% — (2% + 322 + 4x1 20 + 22370 + 222) = 0

1
<— 2x9r3+4r129 + gscg + a:f + 33:% =0
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4.5 Invariantes métricos de una cuadrica ()

Sea la ctiadrica @) con matriz asociada A; esto es, Q@ = XTAX = 0. Son
invariantes Euclideos de la cuddrica los siguientes valores:

e det A
e Autovalores de Agg: A1, Ao, A3 0 equivalentemente: det Agg, tr Agg = a11+
Q22 + a33 'y
J = ail a2 a1l ais a22 A23
a2 Q22 a1z ass Q23 Q33
siendo

apo Qo1 Qo2 Ao3
A= ap1r ail a2 aig
Gp2 Al G222 A23
ap3 Q@13 Q23 A3z

a1 Gi2 a3
y Ago = Q12 Q22 (23
a13 a3 ass

Se verifican las siguientes igualdades:

det AOO = )\1)\2)\3,
J = )\1)\2+/\1)\3 +>\2>\37
tI‘AOO = )\1 +)\2 +)\3.

La ecuacién caracteristica de Agg es:
|A00 — )\Ig| ST + tr Ao())\2 — JA+det Agg = 0.

Por tanto, A1, A2 y A3 son las raices de la ecuacion |Agg — Al3| = 0.

Si det Ago # 0, entonces la cénica Q N 74, es regular y Q tiene centro.

Si det Agp = 0, entonces la cénica Q N 7o es no regular. Se trata de una
cuddrica de género paraboloide, puede carecer de centro, tener una recta de
centros o incluso poseer un plano de centros.

4.5.1 Clasificacién de las cuddricas con det Ayy # 0.

Al ser det Agg = A1 A2A3 # 0, en cierto sistema de referencia la matriz de la
cuddrica es

d 0 0 O
0 X 0 O
0 0 X O
0 0 0 A3

y, por tanto, la ecuacién reducida de la cuddrica es doz3 + 122 +Xox3 +A323 = 0

con dy = -4L4_ v se trata de cuddricas con centro.
det Ago
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Por tanto, la ecuacién reducida de la cuddrica afin (zg = 1) es:
—dg = )\133% + )\2$§ + )\3$§

Si det A = doA1 A2 s # 0 (esto es, rg(A) = 4) entonces se trata de cuddricas
ordinarias. Distinguimos dos casos: los autovalores de Agg tienen el mismo
signo o dos tienen el mismo signo y el otro tiene signo opuesto.

1. Si signo(A;) = signo(A2) = signo(Az) (+++ o — — —), se dice que Ay
tiene signatura 3, sig Agp = 3, y pueden suceder los siguientes casos:

(a) Sisigno(dy) = signo(A1) = signo(\a) = signo(A3), entonces det A > 0
y la ecuacién reducida de la cuddrica afin es

2 2 2

Cdo/A do/Ae do/)s

y, lamando a? = dy/\1, b®> = do/A2 y ¢ = dy/ )3 (pues son los tres
positivos) tenemos

1=

que es la ecuacién de un elipsoide imaginario.
(b) Sisigno(dy) # signo(A1) = signo(Ay) = signo(As), entonces det A < 0
y la ecuacién reducida de la cuddrica es

2 2 2
Ty T3 L3

= + +
—do/)\l —do/)\g —do/)\g

y, lamando a? = —do/A1, b = —do/X2 y ¢ = —do/ A3 (pues son los
tres positivos) tenemos

1

2 2 2
ry [ Ty | I3

que es la ecuacién de un elipsoide, y si ademds a® = b?> = ¢? obten-
emos una esfera.

2. Si signo(A;) = signo(A2) # signo(Az) (+ + — o — — +) se dice que Ago
tiene signatura 2, sig Agy = 2, y pueden suceder los siguientes casos:

(a) Sisigno(dy) # signo(A1) = signo(\a) # signo(A3), entonces det A > 0
y la ecuacién reducida de la cuddrica afin es

S 3 3

= =+ —
_d(]/)\l _d()/)\Z d()/>\3

y, lamando a? = —dg/\1, b*> = —do/X2 y ¢® = dy/ )3 (pues son los
tres positivos) tenemos

1

2 2 2

_ T %y T3

=2+t "2
a b c

que es la ecuacién de un hiperboloide hiperbdlico.
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(b) Sisigno(dy) = signo(A1) = signo(Az) # signo(Asz), entonces det A < 0
y la ecuacién reducida de la cuddrica afin es

1=

8
do/A1 do/Xra  —do/A3

y, lamando a? = do /A1, b = do /X2 y ¢* = —dy/ A3 (pues son los tres
positivos) tenemos

que es la ecuacién de un hiperboloide eliptico.

Si det A = dpA1A2A3 = 0 (esto es, dy = 0 y rg(A) = 3) entonces se trata de
cuddricas con centro degeneradas de ecuacién reducida A1 23 + Aox3 + A323 = 0.
Distinguimos dos casos: los tres autovalores A1, A2 y A3 tienen el mismo signo o
dos tienen el mismo signo y el otro tiene signo opuesto.

1. Sisigno(A1) = signo(A2) = signo(A3) (+++ o ———), la ecuacién reducida
de la cuddrica es
0 = \a? + Xox3 + Nz23

y se trata de un cono imaginario que pasa por el origen.

2. Sisigno(A1) = signo(Ag) # signo(A3) (++— o ——+), la ecuacién reducida
de la cuddrica es
0 = a*2? + b*a2 — *a?

luego la cuddrica es un cono.

Cuadro de clasificaciéon de las cudadricas con centro

) det A > 0 imaginario
sig Agp = 3
Elipsoides det A <0 real
rg(A) =4
det A 7é 0 %((rgul)arcs o A 1 detA >0 hiperb(’)lico
e S1 =
% Hi%orl?c?loidcs det A <O eh’ptico
sig Ago =3 Cono imaginario con un punto real
rg(A) =39
Conos S1g AOO =1 Cono real

4.5.2 Clasificaciéon de las cuddricas con det Agy = 0.

Al ser det Agyp = A A2A3 = 0, al menos uno de los autovalores de Agg ha de ser
nulo. Supongamos A3 = 0, por tanto, J = A1 \a. En cierto sistema de referencia
la matriz de la cuddrica es

0 A0 0
0 0 X O
bps 0 0 O



y la ecuacién reducida de la cuddrica es
0= bool‘g + /\133? + /\2.13% + 2bo3Tox3

y det A = 71%3)\1)\2.
Si J = A1 Ag # 0 distinguimos varios casos:

1. Sidet A # 0 (esto es, bys # 0), la ecuacién reducida de la cuddrica es
0= 2b03$0$3 + Al"E% + AQ.’E%
y tenemos:
(a) Sisigno(A1) = signo(Az), esto es J > 0, y tenemos la ecuacién de un
paraboloide eliptico.
(b) Sisigno(A1) # signo(Az), esto es J < 0, y tenemos la ecuacién de un
paraboloide hiperbdlico.
2. Sidet A =0 (esto es, bpz = 0) la ecuacién reducida de la cuddrica es
O = bogl’% + )\11‘% + )\217%
y distinguimos varios casos:

(a) Si boo # 0 tenemos
i. Si signo(A1) = signo(Az), esto es J > 0, y tenemos la ecuacién
de un cilindro eliptico imaginario (bopo > 0) 6 cilindro eliptico
(b()o < 0)
ii. Si signo(A1) # signo(Az), esto es J < 0, y tenemos la ecuacién
de un cilindro hiperbdlico.

(b) Si byg = 0 la ecuacion reducida de la cuddrica es
0= A\2? + A3,

i. Sisigno(A;) = signo(Az), esto es J > 0, la cuddrica es un par de
planos imaginarios que se cortan.

ii. Sisigno(A1) # signo(Az), esto es J < 0, la cuddrica es un par de
planos que se cortan.

Si Ago tiene dos autovalores nulos (suponemos As = A3 = 0) entonces det A =
0,det Ago =0, J =0y tr Ago = A1. En cierto sistema de referencia la matriz
de la cuddrica es

boo 0 0 O
0 X 00
0 0 00
0 0 00

y la ecuacién reducida de la cuddrica es

boo + )\1%% =0.
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1. Si bgg # 0 tenemos:

(a) Sisigno(bgp) = signo(A;), la cuddrica es un par de planos imaginarios
paralelos.

(b) Si signo(bgg) # signo(A1), la cuddrica es un par de planos paralelos.

2. Si bgo = 0 tenemos \1z? = 0 (= 23 = 0) y se trata de un par de planos
coincidentes.

Cuadro de clasificacién de las cuddricas con det Agg =0

det AOO =0

J>0
rg(A) =4
regulares J <0

J>0
rg(A) =3¢ J <0

cilindros

J=0
J>0
J <0
rg(A) =2
par de planos | 5

Paraboloide eliptico

Paraboloide hiperbdlico

Cilindro eliptico real

Cilindro hiperbélico
Cilindro parabélico

Par de planos imaginarios (recta)

Par de planos secantes
imaginarios

Par de planos paralelos {
reales

rg(4) =1 plano doble
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4.5.3 Cuadro de la clasificacién de las cuddricas afines de R?

rg (A)

sign (A) Q

™

oo

Q

QNm

4

4

cuddrica vacfa

no degenrada

cualquiera

vacfa

vacfia

cuddrica

no reglada

exterior
tangente

secante

elipsoide
paraboloide eliptico

hiperboloide eliptico

vacia
un punto

cénica no degenerada

cuddrica

reglada

tangente

secante

paraboloide hiperbélico

hiperboloide hiperbdélico

dos rectas

c6énica no degeenrada

cono imaginario

(punto)

lo contiene

no lo contiene

vacio

un punto

1

0

cono

secante en el vértice
tangente
secante en dos generatrices

secante a todas las generatrices

cilindro eliptico
cilindro parabélico
cilindro hiperbélico

cono

1
recta doble
dos rectas

cénica no degenrada

par de planos

imaginarios (recta)

no la contiene

la contiene

una recta

vacia

1

una recta

par de planos

secante a los dos

secante en su interseccién

coincidente con uno de ellos

dos planos secantes
dos planos paralelos

un plano

dos rectas
recta doble

todo el plano

1

1

plano doble

transversal

coincidente

plano doble

vacia

recta doble

todo el plano

con sign (A) = |a — 8], a =n°autovalores positivos, § =n°autovalores nega-

tivos.

Ejercicios
ciones reducidas:

3.

e

@
Q2
Qs

Clasificar las siguientes cuddricas y obtener sus respectivas ecua-

= 233(2) — x% + 3:5% + 2zxox3 + 4x120 = 0.

27z + af + 223 + 2§ — 10zoz1 — 4z023 = 0.

233(2) + x% — x% — x% + 22021 — Tpx2 + ToT3 + 122 = 0.

Q4 = 322 — 222 — 223 — 22 + dwow — 22072 + 27073 + 47179 = 0.

5. Qs = 3.’17(2)—123’3%—45(5%—556'0:131+4$0.’172+3.’170.’173+14.’171.’E2+4.’1?131‘3—25[J2£I?3 =0.

Solucion.

1. La matriz asociada a la forma cuadrética Q; es

INIE
ON—= = =

,LM‘HM“_.

O O

=
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Como det(4;) = % > 0, sabemos que @ es una cuddrica no degenerada
reglada o vacia. Tenemos det(Agg) = g #£ 0 por tanto, Q; tiene centro
propio. Tenemos dyg = det A3/ det Agy = 3—(1) v A= %\/5, Aoy = —%\/5 y
A3 = —1. Por tanto, ()1 es un hiperboloide hiperbdlico de ecuacién

reducida: m 1 1
%xg + 5\/533’12 - ix/gx’f —2 =0.

El centro de Q; satisface la ecuaciéon Z*A; = [1,0,0,0]. Esto es,

1 1
R
1 £
[20,2’172’2723] 1 1 _21 0 = [1507070]
2 2
1
R .
equivalentemente,
220+21—%ZQ+%Z3:1 ZOZ%
Zo—l—zl-i-lZg:O le—g
1, 12T = _ 1
2ZQ+221 29 =0 22 = — g7
%Zo — Z3 = 0 z3 = %

Por tanto, el centro tiene coordenadas homogéneas Z [10, —6, —8, 5].

Para calcular los ejes de 1 calculamos primero los autovectores de Agg
que son

)\1 = _17 ’Dl = <0a07 1)7
1

Ao = —f\/g,vgz(—\/SJrz,l,o),
2
1

Moo= 5,@3:(¢S+2,1,0).

Por tanto, los ejes de Q1 son las rectas que pasan por el centro y tienen
punto impropio P;[0,0,0,1], P[0, —/5 +2,1,0] y P3[0,4/5 + 2,1,0] re-
spectivamente. Los planos principales de Q1 son los planos polares de P,
P, y P; respectivamente; esto es,

2 1 —1% % Zo
1 1 3 0 1
= 2 _— — —
T = (0,0,0, 1) _% % —1 0 T 2:170 T3 0,
10 0 -1 T3
1 1
(s
P = (0,_\/5+27170> 1 1 2 0 1
10 0 -1 T3

I
/‘\

|

S
"

8

(=)

_|_
/~
o | Ot

|

=
"

8

=

|
N =

=

&

[ V)

I

k=



2 1 —% % ZTo
1
T3 = (0,\/5—1-2,170) 11 } 21 8 o1
22 T x2
b 0 0 -1 I3

3 5 1
<2+\/5)$0+ <2+\/5>$1+2\/5$20.
Los ejes son por tanto, las rectas interseccién de los planos principales,

ejel—{ (3 \/5):60—1—( \[)xl_*\[l"z—()
+V5) o+ (2 4+ V5) 21+ 1By =0

(3
ejegz{ g%+\[)$0+(§+\[)331+ L\/5xy =0

ejegz{ g%—ﬁ)xw(g_f)xl_,f@_o

2 0 0 1
0 -1 2 0
A2_0230
1 0 0 0

Como det(Az) =7 # 0, la cuddrica Q2 es regular. Tenemos det(Ag) = 0
y 1g(Ago) = 2, por tanto, Q2 N T4 es una cénica degenerada. Tenemos
M=1-2V2<0,X=2/24+1>0y A3 =0, por tanto la cuddrica es
un paraboloide hiperbélico. De 7 = det(Az) = —d3; A2 = —d33T v

teniendo en cuenta J = —7, obtenemos
det(A
dos = — ° '(] 2) =1

La ecuacién reducida de Qs es:
(1 - 2\/5) o (2\@ + 1) 2 + 22z} = 0.

. La matriz asociada a la forma cuadrética Q3 es

27 -5 0 -2
-5 1 0 0
=1 09 0 2 o0
-2 0 0 1
Como det(A3) = —4 < 0, sabemos que Q3 es una cuddrica no degenerada

no reglada. Tenemos det(Agg) # 0, por tanto, Q3 N T, es una cénica
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no degenerada. Tenemos A\ = 1 > 0 doble y Aa = 2 > 0y dog =
det(A3)/ det(Ago) = —2 < 0, por tanto la cuddrica es un elipsoide real.
La ecuacién reducida de Q3 es:

2 2 2 2
—2z5 + 2 + 225 + 2% = 0.

Es una cuddrica de revolucién pues tiene un autovalor doble. El eje de

revolucién es la recta que contiene al centro de la cuddrica y al punto

impropio P de coordenadas homogéneas [0,0,1,0]. Las coordenadas ho-
mogéneas [z, 21, 22, 23] del centro de la cuddrica satisfacen la ecuacion:

[2072:1722723}143 = [1707030] <~ [ZO,ZlszaZB] = [1703030]"4;1
1 5
— [20721722723} = |:_27 _5707 ]-:|

por tanto, el centro tiene coordenadas homogéneas [1,5,0,—2]. Las ecua-
ciones paramétricas del eje de revolucién son:

To = A

X = M+ puP = 1= 5 = { @1 = 5% son las ecuaciones
To = |4 T2 = To
Tr3 = A

cartesianas del eje de revolucion.

El plano diametral polar del eje de revolucién es el plano polar de P, por
tanto tiene ecuacion:

27 -5 0 -2 0
t - -5 1 0 0 1 —
P'AsX = 0<=(0,0,1,0) 0 0o 2 0 T2 =0
-2 0 0 1 3

<~ 2z, =0.

. La matriz asociada a la forma cuadratica Q4 es

3 2 -1 1
2 -2 2 0
Ay = -1 2 =2 0

1 0 0 -1

Como det(A4,) = —2 # 0, la cuddrica Q4 es regular. Tenemos det(Agy) =
0, por tanto, Q4 N 7o €s una cénica degenerada. Tenemos g = —1 < 0
y de 0 = det(Ago) = MA2d3 y =5 = tr(Agp) = A1 + A2 — 1 obtenemos:
A =0y Ay = —4 < 0. La cuddrica es un paraboloide eliptico (pues
J > 0). Si la matriz asociada a Q4 en cierta referencia es:

0 dox O 0

, | dn 0 0 0
‘=1 0o 0 -4 0
0o 0 0 -1
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5

entonces de —2 = det(A4) = —d§; Ao A3 = —4dg; obtenemos dy; = +1//2.
La ecuacion de Q4 en esa referencia es:

+2/\V 22zl — 42 — 22 = 0.

. La matriz asociada a Q5 es

DO No| o

2 7 -4 -1
32 -1 0

Como det(As5) = 0, la cuddrica Q5 es degenerada. Tenemos det(Ago) = 0,
por tanto, Q5 N7 es una cénica degenerada. Como rg(A) = 2, Q5 tiene
una recta de puntos singulares, por tanto, es un par de planos. Tenemos
)\1 = 07 y

—12 7 4 -1 ~12 2
U IR = ]
- —1-1-4<0.

Como J = Aa\3 < 0, entonces Ay tiene un autovalor positivo y otro
negativo. La cuddrica es un par de planos reales. La ecuacién de Q5 en
cierta referencia es:

AQ.IIQ? + )\337{?‘2 =0.
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