E.T.S. Parte B:
Arquitectura Matematicas Il. Curso 2010-2011 Otofio Calculo Integral

= MATEMATICAS 11
HOJA 4: Integrales dobles.

1. Evaluar cada una de las siguientes integrales siendo R = [0,1] x [0, 2]:

// 2% + y?)dxdy //a: + y)dzdy
/ye”dwdy /fyL(l + z)dzdy.
c) //}:(:ry)2 cos x3dxdy f) //;y(x3 — 12z)dzdy.

2. En las siguientes integrales, cambiar el orden de integracién, esbozar las regiones correspondientes
y obtener el valor de la integral:

11 1,1
o [ [ evdviz (=) @ [ [ @ryrdsy (=3
O7r/2m cos 0 711 ‘%‘ ,
b)/ / cosfdrdd (= im) e)// eV dydr (== 3%e—1)
0 0 0o Jvz

1 p2—y 2 rlogy
c) / / (z+y)idedy (= 1) f) / / e dxdy (:=1-1log2)
0 J1 1 Jo

3. Calcular // e/Ydzdy siendo D = {(z,y) € R? : y3<a<y?, L<y}.
D

W=

4. Calcular / f(z,y)dxdy, f(z,y) =23y +coszy D = {(x,y) cR?: nggg,ogygx}. (Solucién:
D

6
765 T2~ 1)

5. Hallar la integral doble [}, (22 — y?)dxdy, siendo D la regién del primer cuadrante limitada por
las curvas 22 +y2 =1, 2?2 +y? =4, y=ux, y—x = 1. Se recomienda usar el cambio de variable:

u = a%+y?
vo= y-—u.

6. Calcular / / (22 — y)dzdy siendo D la regién comprendida entre las grificas de las curvas y = z2,
D
y = —x? ylas rectas x = —1 y x = 1. (Solucién: %)

7. Calcular / / xydxdy siendo D la regién limitada por las curvas y = 22 e y = x*.
D

4 2
d
8. Hallar / ( / y1> dz. (Indicacién: se recomienda cambiar el orden de integracién. Solu-
o \Jyz(z+y?)2
cién: —4 + 4/2).

9. Calculese // eW=2)/ %) drdy donde D = {(x, y) € R?: 0<z,0<y,z + y§2}. Toémese para ello el
D

cambio de variable y — x = u, y + £ = v. Solucién: e — %

10. Expresar mediante integrales iteradas, la siguiente integral [/ p f(z,y)dzdy siendo D el conjunto

definido por las inecuaciones 0<y<1, ,/y<z<1+ 4/1 — y2. Calcular // ydzxdy. Solucién: %.
D

11. Hallar la integral // (y? — 22)" (2% + y?)dxdy donde
D

D= {(z,y) €R*: 2 >0,y > 0,a<zy<b,y’® — 2°<1,2<y}

con 0 < a < b. Se recomienda utilizar el cambio de variable u = 2% — 2, v = xy.

1+b

Solucién: = log it.-
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Hallar / / zydzdy siendo D la regién del primer cuadrante delimitada por las curvas z2 + y? = 4,
D

224+ 92 =9, 22 —y?2 =4y 2% —y? = 1. Utilizar el cambio de variable u = z? + y2, v = 22 — ¢2.

Solucién: 2.

Hallar / / zydxdy siendo D
D

(a) el cuadrado de vértices (—1,0), (0,—1), (1,0) y (0,1);
(b) {(z,y) € R?: 0<x<3,y>0,42% 4+ 9y><36} U {(z,y) € R? : —2<x<0,y>0,z + 2 — y>0}.

Calcular el volumen cubierto por la superficie z = \/z sobre el recinto limitado, en el plano OXY,
por la curva 22 +y? —x = 0.

Hallar el volumen del tetraedro acotado por los planos y = 0, x =0, 2 =0y y—ax+ 2 = 1.

(Solucién: §).

Hallar el 4rea limitada por las circunferencias 22 + 3% = 2z y 22 +y? = 4z y las rectas y = z e
y = 0. Solucién: 3F 4 3.

Calcular la integral // z+/1 — 2% — y2dzdy siendo D = {(z,y) € R? : 2® + y?<1,0<z,0<y}. Solu-
D

saLow
cion: 16"

Evaluar / / (22 + y?) 2da?dy, donde D es la regién determinada por las condiciones lgygl

y 22 + y?<1. (Nota: calcular dicha integral calculando la adecuada integral iterada y también
utilizando el camblo de variable a polares). (Solucién: v/3).

Calcular el volumen comprendido entre el cilindro de ecuacién 22 + 32 = 1 y el cono de ecuacién
2?2+ y? - 22 =0.

Calcular el volumen comprendido entre el cilindro eliptico 2 +4y? = 1, el paraboloide 22 +y? = 2
y el plano z = 0.

Hallar el volumen limitado por la cubierta interseccién de dos cilindros parabdlicos de ecuaciones
Ci=2=36—y?> y Cy=2=236—22ylaplanta z = 0.

Hallar el volumen de los siguientes conjuntos de R :

(a) A={(z,y,2) 2% +y* + 2% <a®,a® +y* <27}

(b) B={(x,y,2) 2> +y* +22 < 1,2 +y? <2,0< 2}
() C={(@y,2): T +%5 +35<40<2<1)

Hallar el volumen limitado por el paraboloide 22 + 4y = z, el plano z = 0 y los cilindros 42 =z y
2
2 =y.

Hallar el volumen en el primer octante comprendido entre los planos z = 0y z = x+y+ 2 e interior
al cilindro 22 + 3% = 16.

Sea D la regién del primer cuadrante acotada por las curvas zy = 1, zy = 3, 22 —y? = 1y 2% —y? = 4.
Calcular [ fD (22 + y?)dwdy. Sugerencia hacer el cambio de variable u = zy, v = 2% — y°.

Calcular [ [, zydzdy siendo
D={(z,y):y* <z <2y’ 2 <y< 2},

Se aconseja hacer el cambio de variable u = y%, v=%.



