'f%‘ MATEMATICAS 11
Hoja 5: Integral Triple

1. Calcular las siguientes integrales triples en los recintos indicados:

. 1
(a) ///:C+zy+x2yzdxdydz, D= {(z,y,z) ER3:0<2<1,-1 §y§0,0§z§2}. Sol.:—g
D

2
(b) ///zxy 1+y2dxdydz,D:{(%y,z)ER?’;—lgmgQ,Ogyg1,O§z§1},sol.;g_
D
1
4

14 22
(d) fffD dxdydz, siendo D el tetraedro limitado por los planos coordenados y el plano z+y+2z = 1.

2, _ 2 _ 4
(c) ///Dwdxdydz, con D el cubo unidad [0,1] x [0,1] x [0,1]. Solucién: Z2.

1
(El valor de la integral es el volumen del tetraedro). Sol.:g

3/2
(e) /// e(#” v’ +=%) dzdydz, D la esfera unidad centrada en el origen. Indicacién: Cambiar a
D

coordenadas esféricas. Solucién: 27 (e — 1).

dzdyd
() /// Tz 573" siendo D el recinto limitado por las esferas x? + y* + 22 = a® y
D (22 +y% + 22)

22+’ +22=b con0<b<a. Sol.:27rln%

xz

(8) [[[pyzdxdydz, siendo D la regién limitada por el elipsoide de ecuacién a—z + ‘Z—j + z—; =1y

. . o ab2c?
los semiespacios z > 0, y > 0y 2 > 0. Solucién: “3z~.
2. Expresar en la forma D = {(x, y,2) ER3: .. } y hacer un esbozo de los recintos de integracién de

las siguientes integrales:
4— 12—32—6y

(a) /Oﬁ/xﬁ/fsinyzdzdydx, (b) /Ol/oy/omdzdxd% (©) /04/0 /0 Y dedyde

Finalmente plantear alguna otra de las integrales iteradas y hallar el valor de dicha integral.

Solucién: (a) 1; (b) %; (c) 4.

3. Calcular el volumen limitado por el cono de ecuacién 22 + y? = 22 y los planos z = 0y z = 3.
Indicacién: utilizar el cambio de variable a coordenadas cilindricas. Solucién: 9.

4. Hallar el volumen limitado por los paraboloides de ecuaciones z = 22 + 32 y z = 2 — 22 — 3%
Solucién: Vol= 7.

22

4

2
5. Hallar el volumen del cuerpo definido como D = {(m,y, 2)ER?:0<2< + % < 1}. Sol.:3m.

1000
6. Hallar el volumen comprendido entre 224132 +2% = 100 y 224342 = 22, z > 0. Sol.: T

(2-V2).

7. Sea W la regién acotada por los planos ¢ = 0, y = 0, z = 2 y la superficie z = 22+ 42, z > 0, y > 0.
8v2

Calcular [ [ [, xdxdydz. Sol.: 15

8. Calcular el volumen interior al cilindro 22 + y? = 2az limitado por las superficies z = 0y z =

3 4
4a? — 2 — y2, siendo a > 0. Sol.:% <7r — 3).



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

4
Calcular el volumen del elipsoide de semiejes a, by ¢. Sol.: g’/TCLbC.

Hallar la masa de la lamina limitada por las circunferencias 22 + 2 = 22 y 2% + y? = 42 y funcién
de densidad p(z,y) = z. Sol.:7x.

Hallar el centro de masa de una ldmina D = {(x, y) ER} 22 4+42<1,0<2,0< y} de un material
no homogéneo tal que la densidad en cada punto (z,y) viene dada por p(z,y) = /1 — 22 — 2.

Sol.: (2,2).

Calcular el centro de gravedad de un cilindro circular recto de radio de la base R, de altura h y
cuya densidad varfa proporcionalmente a su distancia a la base.

Sol:: (0,0, %)

Calcular el momento de inercia con respecto al eje OY del drea plana comprendida entre la pardbola
y=a®—z%yel eje OX. Sol.:%.

Calcular el momento de inercia con respecto al eje OZ del volumen del paraboloide de revolucién
3

z = 22 + 92, limitado por el plano z = a. Sol.: -

Calcular el momento de inercia del sélido interior al cono 22 = 2 + y? para —4 < z < 4 respecto

de los ejes coordenados y respecto al origen (densidad p =constante).

Sol.: I, =1, =512mp, I, = %wu, I, = %’TFM.
Calcular la masa y el centro de gravedad del sélido limitado por el hiperboloide de dos hojas
55—z

22 4+y?—2%24+4 = 0y el cilindro 22 +y%—9 = 0, y cuya densidad en cada punto es m(z,y, z) = 5

. . z=+/4—2%2—9y% .
Calcular la masa M de la superficie S definida por { siendo la densidad en cada
2> \/2? +y?

punto el cuadrado de la distancia de su proyeccién sobre el plano OXY al origen de coordenadas.

2 .2 2
Dado el elipsoide x—z + L + % = 1 cuya densidad en cada punto es m(x,y, z) = abc— |xyz|, calcular
c

a? b2
Su masa.
a

b2x2 y el eje OX.

Hallar el centro de gravedad del drea limitada por la pardbola y = a —

Calcular la masa del sélido limitado por el hiperboloide de dos hojas 22 +y? — 22 4+1 = 0 y la esfera

22 + y? + 22 = 9 en el semiespacio z > 0, y cuya densidad en cada punto es m(z,y, z) = 22.

Calcular la masa del cuerpo limitado por el hiperboloide de dos hojas x2 +4y? — 22 +4 =01y el

cilindro 22 + 4y? — 9 = 0, y cuya densidad en cada punto es m(z,y,2) = 1 — Z

Calcular la masa del sélido

Q={(z,y,2) eR?| P <z<®  PA<y<2®, P <z< 2wt

cuya densidad en cada punto es m(z,y, z) = xyz. Se aconseja tomar como nuevas variables

r oy oz
U—E,’U—?,UJ—?.
Algunos cambios de coordenadas:
x =rcosf r>0
COORDENADAS CILINDRICAS =
| = r y = rsenf 0<60<2r
z=2z zeR
T = rseny cos 0 r>0
COORDENADAS ESFERICAS i P
17| = r2sen y = rsenysend 0<0<2n
4 Z = rcosy 0<p<m




