1 Estudio local de una superficie
Sea S C R? una superficie con parametrizacién regular:
7D C R?>— R3,
m(u,v) = (x(u,v),y(u,v), z(u,v)).
Se tiene

7nu(ua U) = (xu(ua U), yu(u7 U), Zu(u7 U)) y

To(u,v) = ((u,v),y,(u,v), z,(u,v)) .
Un vector @ € R3 es tangente a la superficie S en P si es tangente en P a
una curva contenida en S.

Sea C' una curva contenida en la superficie; C' € S. Por tanto, una
representacién paramétrica de C' es de la forma:

F(t) = u(t), v(t)) = (z(u(t), v(t)), y(u(t),v(t), z(u(t),v(t))).
Utilizando la regla de la cadena obtenemos:

7 () = rulult), v()u' (t) + 7 (u(t), v () (1)

Por tanto, cualquier vector tangente a la superficie S se escribe como com-
binacién lineal de los vectores 7, (u, v), 7, (u, v).

Llamamos wvector mormal unitario a la superficie S en el punto P =
(g, vo) al vector:

]\7(u v) = (o, Vo) A Ty (g, Vo)
070 |7 (1o, vo) A Ty (g, vo) ||

1.1 Primera forma fundamental

Llamamos primera forma fundamental de S en P = 7(ug,vy) a la forma
bilineal simétrica definida positiva Ip asociada al producto escalar inducido
en el plano tangente a S en P por el producto escalar en R3.



1.1.1 Caé&lculo de la expresién analitica de la primera forma fun-
damental

Cualquier vector W € TpS se escribe de la siguiente manera:
117 = h(UO, Uo> Fu(u[], U[)) -+ ]C(UO, Uo) ’Fv(U,O, Uo),

siendo h, k € C*(D).

Tenemos:

iy - 10 = (hy (g, v0), ki (10, 0)) < E(ug,vy) F(uo,vo) ) ( ha (g, vo) ) ’

F(“O:'UO) G(UO,UO) k2(U0,U0)
donde
E (ug,v9) = 7 (uo,v0) - Ty (g, v9) > 0,
F (ug,v9) = 7 (uo,v0) - Ty (1o, vo) ,
& (Uo, Uo) = FU (Uo, Uo) . 7’_’; (UO, UO) > 0.
Esto es,

Ip: TPS X TpS — R7
0y, 10 E(u, F(ug, ho (uo,
Ip(Wy, Wy) = (hy(uo, vo), k1(uo, vo)) ( (110, v0) * F(uo, vo) > < 20, Vo) ) 7

F(ug,v9) G(uo,vo) ko (1o, vo)
siendo
Wy = hy(ug,vo) Tu(tuo, vo) + k1(ug, vo) 7y(uo, o),
Wy = hz(onvo) Fu(u07U0) + kz(uoﬂfo) F’U(UOJUO)'

Haciendo algunos célculos se obtiene:

E(ug,vo) Fl(ug,v) \
ras ( F(ug,v0) G(ug,vo) ) E(ug,vo) + G(uo, vo) > 0,
E(ug,vo) Fl(ug,v0) \ ) 2
det ( F(uo,v0) G (uo, vo) = E(ug,v0)G(uo, v0) — F(uo, vo)

= ||FU(U0,00) A ’I?U<U0,’U0)||2 > 0.



1.2 Segunda forma fundamental

En el estudio de curvas, la curvatura media la tasa de variacién de la recta
tangente en el entorno de un punto de la curva. Extendemos esta idea al
estudio de superficies. Vamos a medir la distancia entre la superficie y el
plano tangente a la superficie en un punto P € S, en puntos de la superficie
préximos al punto P. Para ello vamos a estudiar cémo varfa el campo normal
unitario N en un entorno del punto P.

Sea una superficie S C R? con representaciéon paramétrica regular

#(u,v) = (x(u,v), y(u,v), z(u,v)), con (u,v) € D C R?

de clase mayor o igual a 3. El campo normal unitario N asigna a cada punto
—
P de la superficie, con OP = 7(u,v), su vector normal unitario; esto es,
- T, v) A 7y(u,v)

N:D—R? N(u,v)=— a .
17 (1, 0) ATy (u, v)

Usaremos la notacién N (u, v), Np indistintamente. Y denotaremos DN p (1)
a la derivada direccional de la aplicacion N en el punto P y en la direccién
del vector unitario w tangente a la superficie en el punto P.

Se verifica lo siguiente:

DNp (@) € TpS.

Por tanto, tenemos la siguiente aplicacion, que llamamos aplicacion de Wein-
garten:

S TpS — TPS,
@ — S(w@) = —DNp ().

Llamamos sequnda forma fundamental de S en P a la forma cuadratica I1p
definida en Tp.S de la siguiente manera:

IIPZ TPS — R,

W — IIp (W) = —DNp (&) - .
Cualquier vector @ € TpS se escribe de la siguiente manera:
W= h(u,v) 7y(u,v) + k(u,v) 7% (u,v),
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y se verifica:

IIp (W) = —DNp (&) @
= ok (it N ) et )

donde después de hacer ciertos cdlculos se comprueba que
L(u,v) = 7Tuu(u,v) -
M(u,v) = Tu(u,v)-
N(u,v) = Fp(u,v)-

(u7 U)’
(u7 U)’

(u,v).

2022

1.2.1 Matriz asociada a la aplicacién de Weingarten

Haciendo algunos cédlculos se demuestra que la matriz asociada a la aplicacién
de Weingarten:

S: TpS — TpS, W+ S() = —DNp (@),

(EE) (5 )

1.3 Curvatura normal

es

Sea S una superficie con parametrizaciéon 7(u, v) y sea C' una curva contenida
en la superficie con parametrizacién natural:

(s) =7m(u(s),v(s)),cons el CR,

—
y sea P un punto arbitrario de la curva; esto es, OP = 7(s).
Se tiene:

S) = 79 /(S)’
s) = t'(s) = k(s)ii(s), vector curvatura de la curva C' en P.

Descomponemos el vector curvatura de la siguiente manera:

L 3 Fns) = (F(s) - No) Vo,
k(s) = kn(s)+ kg(s) donde { . _ .
ky(s) = k(s) — kn(s).

(
(

T~
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Llamamos vector curvatura normal a la proyeccion del vector curvatura sobre
el vector curvatura normal de la superficie Np; esto es,

Fin(s) = (E(s) - NP) Np.

Se denomina curvatura normal en un punto P de la superficie en la direccién
de la curva C' con parametrizacién 7(s) a:

—

kn(s) =k(s)- Np=1"(s) - Np.

Y llamamos vector curvatura tangencial o geodésica al vector Eg(s). Derivando
la identidad #(s) - Np = 0 obtenemos:

— — - d]\_fp - d]\_ip
— ! . . — .
0=1"(s) Np+itls) —==kn(s) +(s) ——,

donde dNp /ds es la derivada del campo N en el punto P en la direccién del
vector 7 '(s); esto es,

CL() = DN ()
71() = Fulur(5), 0 (D (5) + 7ol ()0 () )
Por tanto,
bn(s) =~ fls)
= —DFe(F(s)) 7 () = [T (7 (5))
Si

o(t) = F(u(t),v(t), cont e JCR,

es una parametrizacion arbitraria de la curva C, entonces, el vector 7 ’(t) no
es unitario y se verifica la siguiente igualdad:

115 (')
1p (80,6 (1))

Obsérvese que ky(t) s6lo depende de la direccién del vector tangente a la
curva en el punto P.

kn(t) =




1.3.1 Teorema de Meusnier

Todas las curvas sobre la superficie que tienen la misma recta tangente en el
punto P, tienen la misma curvatura normal en P.

Se puede hablar de curvatura normal a una superficie en un punto P en
la direccién de un vector w € TpS); esto es,

o 1Ip (W)
by () = 2
0 = 7
Nota. Silas coordenadas del vector @ € TpS en la base {7, (u,v), 7, (u,v)}
de TpS son (h(u,v), k(u,v)) entonces usaremos también la notacién:

[IP ((hv k))

AN

donde h = h(u,v), k = k(u,v).

1.4 Naturaleza de los puntos de una superficie

Vamos a estudiar la posicién de la superficie con respecto a su plano tangente.
El vector ky(u,v) = ky(u, v)Np(u,v) tiene la direccién del vector normal a
la superficie en el punto P con O—JS = 7(u,v) y su sentido depende del signo
de la curvatura normal. Teniendo en cuenta la primera forma fundamental
es definida positiva, el signo de la curvatura normal depende tinicamente de
la segunda forma fundamental. La matriz de la segunda forma fundamental

(e

y su determinante es: A = LN — M?. Se tiene:

A > 0 Entonces IIp es definida (o positiva o negativa). Por lo tanto no hay
ninguna direccién en la que ky se anule (todos los autovalores de la
matriz de I1p tienen el mismo signo). La curvatura normal tiene signo
constante en un entorno del punto P. En un entorno de P la superficie
estd en uno de los semiespacios que determina el plano tangente a S en
P. El punto P se dice que es un punto eliptico.

A =0 Y suponemos que L, M, N no se anulan simultdneamente. Por tanto,
A = LN — M? = 0 nos indica que la matriz de IIp tiene un autovalor
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A = 0; esto es, existe una direccién a lo largo de la cual ky = 0. En
este caso el punto de contacto de la superficie con el plano tangente se
dice que es un punto parabdlico.

A < 0 Entonces IIp es indefinida. Por lo tanto la matriz de IIp tiene un
autovalor positivo y otro negativo; esto es, existe una direccién a lo
largo de la cual ky > 0 y otra a lo largo de la cual ky < 0. El plano
tangente a S en P interseca a la superficie en dos direcciones. El punto
P se dice que es un punto hiperbdlico.

1.5 Curvaturas de una superficie

De todas las direcciones del plano tangente a la superficie S en un punto P,
es interesante determinar aquellas en las que la curvatura normal en el punto
alcanza sus valores extremos.

1.5.1 Direcciones principales

Se llaman direcciones principales de S en P a las direcciones del plano tan-
gente a S en P en las que la curvatura normal toma sus valores extremos. A
las curvaturas correspondientes las denominaremos curvaturas principales.

Calculo de las direcciones principales Vamos a hallar las direcciones
principales de una superficie S en un punto P con curvatura normal:
IIp((h,k))  Lh*+2Mhk + Nk?
kn ((h, k) = = =73 7
Ip ((h,k)) Eh? +2Fhk + Gk

En las direcciones v = (h, k) € TpS principales se debe cumplir:

Okn

— (hk) =
ah(’) 0
Okn

— (h,k) = 0.

Por tanto las direcciones principales (h, k) € TpS deben satisfacer el siguiente
sistema de ecuaciones:

(L—knE)h+ (M — kyF)k =0, Lh+ Mk = ky (Eh + Fk),
(M = kyF)h+ (N — kyG) k =0, Mh+ Nk = ky (Fh+ Gk).
(1)



Por tanto,
Lh+ Mk  Mh+ Nk

k pr— p—
NTEBh+ Fk Fh+Gk’

equivalentemente,

0= (FN—GM)k* — (GL — NE)hk + (EM — FL) I

esto es,
k?* —hk h?
0o=|F F G«
L M N

Tomando la direccién (1, A = k/h) tenemos:

P Y|
0=|FE F G|=(FN-GM)X—~(GL—-NE)\+EM —FL.
L M N

Si FN — GM # 0, las soluciones Ai, Ay de esta ecuacién de segundo grado
en A nos da las dos direcciones principales: (1, A1), (1, A2). Se demuestra que
los vectores (1, A1), (1, A2) son ortogonales; esto es,

Ip (1, M), (1, X)) = E+F (A +X)+ G\
B E+FGL—NE+ EM — FL
B FN — GM FN — GM

= 0.

Definicion. Un punto P € S se dice umbilical si las formas fundamentales
en ¢l son proporcionales; equivalentemente, si
L M N
kN = == — = —,
EF F G
En los puntos umbilicales todas las direcciones se pueden considerar princi-
pales. Un caso particular de punto umbilical es un punto plano, en el que
se anula la segunda forma fundamental y, por tanto, ky = 0 en cualquier
direccién.



1.5.2 Curvaturas principales

Vamos a hallar las curvaturas principales de una superficie S en un punto P.
Tomando la direccién (1, ) la ecuacién

Lh+ Mk _ Mh+ Nk

kN(h’k>:Eh+Fk_Fh+Gk’
se escribe:
1 )\)_L+M)\_M+N>\ (L4 M) —ky (E+FX\) =0
NADY T ELYFAN T F+GA (M + NX) — ky (F+GA\) =0

y eliminando A en el sistema anterior obtenemos:
(EG—F?)ky — (EN+GL—2FM)ky+ LN —M*>=0

esto es,

EFk2_ EM+LF k+LM_0
F G |™N F N M GI("™W T M N|

cuyas soluciones ky, ko son las curvaturas principales.
El discriminante de la ecuacién anterior es siempre mayor o igual que
cero, y por tanto, las soluciones de dicha ecuacién siempre son reales.

Otro camino para calcular las curvaturas principales y las direc-
ciones principales Noétese que la ecuaciéon anterior es la ecuacién car-
acteristica de la matriz asociada a la aplicacién de Weingarten S(w) =

—DNp (W), )
() (5 )

por tanto, las direcciones principales son los autovalores de la matriz anterior.
Y las direcciones principales son los correspondientes autovectores (que son
vectores ortogonales).

Por tanto las curvaturas principales ki, ks y las correspondientes direc-
ciones principales €7, € (que son vectores ortogonales que tomamos unitarios)

satisfacen: . .
{ S(el) = ]{?181
S(_’Q) — ]{7252



1.5.3 Curvatura de Gauss y curvatura media

Definicion. Se denomina curvatura de Gauss o total de una superficie S en
un punto P € S al producto de las curvaturas principales; esto es,

LN — M?

KG = klk}Q = det(A) = m

Teniendo en cuenta EG — F? > 0 se deduce que el signo de la curvatura total
depende del signo de LN — M?. Se tiene:

1. Un punto P de la superficie es eliptico si y sélo si Kg > 0.

2. Un punto P de la superficie es parabdlico si y sélo si Kg = 0.

3. Un punto P de la superficie es hiperbdlico si y sélo si Kg < 0.
Definicion. Se denomina curvatura media de una superficie S en un punto

P € S ala media aritmética de las curvaturas principales; esto es,

_1EN+GL-2FM

_ itk traza(A) = 5 e

Ko
2

1.6 Lineas de curvatura y lineas asintéticas

Definicion. Una curva C contenida en una superficie S se denomina linea
de curvatura si la direcciéon del vector tangente en cada uno de sus puntos
coincide con la direccién principal en ese punto.

Véase el siguiente grafico en el que se muestran las lineas de curvatura en

el punto (0,0, 0) de la superficie con ecuacién z = 2% — y*:

Lineas de curvatura
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Sea S una superficie con parametrizacién 7(u, v) y sea C' una curva con-
tenida en la superficie con parametrizacion:

F(t) =7m(u(t),v(t)), cont € I CR,

y sea P un punto arbitrario de la curva; esto es, OP = ~(t). La curva C' es
una linea de curvatura si las coordenadas (u' (t),v'(t)) del vector 7 '(t) en
la base {7, (u(t),v(t)), m(u(t),v(t))} de TpS son solucién de la siguiente
ecuacién diferencial:

0= (FN—GM) W ()" = (GL— NE)u ()v'(t) + (EM — FL) (u' ())?

esto es,
W1 —u OV (W 1)
0= E F G
L M N

Definicion. Una direccién se denomina asintdtica respecto a un punto P de
S si se anula en ella la segunda forma fundamental en P; esto es, la direccién
del vector W = (h, k) es asintética si

IIp(h,k) = 0.

Definicion. Una curva C' contenida en una superficie S se denomina
linea asintdtica si la direccion del vector tangente en cada uno de sus puntos
coincide con una direccién asintética.

La curva C' es una linea asintética si las coordenadas (v’ (t),v'(t)) del
vector 7 /(t) en la base {7, (u (t),v (t)), T7p(u (t),v (t))} de TpS son solucién
de la siguiente ecuacién diferencial:

0= L ()" +2Mu () (t) + N (V'(1))°.

1.7 Foérmula de Euler

Vamos a expresar la curvatura normal en una direccién que forme un dngulo
a con respecto a una de las direcciones principales en funcién de ese angulo
a y de las curvaturas principales.

Sean €, €y los autovectores (unitarios) de la aplicacién de Weingarten,
esto es, son las direcciones principales asociadas a las curvaturas principales
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k1 y ke (que son los autovalores de la matriz de la aplicaciéon de Weingarten).
Por tanto, se tiene:

—DNP (51) = klgly —DNP (52) = kzgg

Vamos a calcular la curvatura normal en el punto P en la direccién de un
vector unitario 4. Por tanto, @ se escribe como sigue:

U = cos a€] + sin ey
y se tiene:

ky (@) = —DNp(@)-@=—DgNp-a
= —D(Cosagl+sina52)]\7'p - (cos @€y + sin aésy)
= — <cos aDg, Np +sin aDgQN'p) - (cos @€y + sin aésy)
(k1 cos aey + ko sin aey) - (cos a€y + sin aey)

= kycos®a+ kysin®a

que es la férmula de Euler.
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1.8 Ejemplos

Ejemplo 1 Consideramos el semicono circular de ecuacién cartesiana:
x2+y2—22:0, con z > 0.
Podemos considerar la siguiente parametrizacion:

71 [0,27) x [0, +00) — R

Ma,t) = (tcosa, tsina, t).
Se tiene:
To(a,t) = (—tsina, tcosa, 0),
(o, t) = (cosa, sina, 1),
y
Fola,t) ANF(a,t) = (tcosa, tsina, —tsin®a — tcos® )
= (tcosa, tsina, —t).

Por tanto, 7, (a, t) A 7(a, t) = 0 si y sélo si t = 0. En el punto P = (0, 0,0)
es un punto singular y no podemos definir el plano tangente al cono en dicho
punto. Notese también que el punto P es un punto miiltiple para dicha
parametrizaciéon ya que:

—

™(«,0) = OP, Ya € [0, 27).

Ejemplo 2 Superficie de revolucion. Consideramos la supeficie generada
al girar alrededor del eje OZ la curva de ecuacién z = f(x), donde f es
una funcién continua con derivadas continuas de todo orden, contenida en el
plano y = 0.

Primero parametrizamos la curva que tenemos. En este caso una para-

metrizacién de la curva con ecuacién z = f(z) es: §(u) = (u,0, f(u)), con
u € R. La matriz del giro de dngulo « alrededor del eje OZ es:

cosae —sina 0
sinae cosa O
0 0 1
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Al girar la curva dada alrededor del eje OZ obtenemos:

cosa —sina 0 U U COS (v
sinaw  cosa 0 0 = | wusina |, cona € 0,27).
0 0 1 f(u) f(u)

Por tanto, una representacién paramétrica de dicha superficie viene dada por:

7 (0, +00) x [0,27) — R,

Mu,a) = (ucosa, usina, f(u)).
Se tiene:
Fu(u, ) = (cosa, sina, f'(u)),
To(u,a) = (—usina, ucosa, 0).
Por tanto,

P, @) A Falu, o) = (—uf'(u) cos o, wf'(u)sina, u) # 0

pues u # 0. Luego el punto P con coordenadas (0, 0, f(0)) es un punto
singular. Nétese que el punto P es un punto muiltiple para dicha parame-
trizacién ya que:

7(u, ) = (0, 0, f(0)) para todo a € [0, 27).
Ejemplo 3 Toro. Superficie generada al girar alrededor del eje OZ una

circunferencia de centro (0,6,0) y radio a con a < b. Véase la siguiente
figura:

Toro
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Por ejemplo, consideremos la circunferencia de centro C' = (0,2,0) y radio 1.

2 T\

y

Parametrizamos primero dicha circunferencia. Un punto de la circunferencia
es de la forma: (0,2 + cosa,sina) con a € [0,27). Al girarlo alrededor del
eje OZ obtenemos:

cosf —sinfg 0 0 —sin 3 (cos o + 2)
sing cosf 0 24 cosa | = cos (3 (cos a + 2) ,
0 0 1 sin «v sin «v

con (3 € [0,27). Hemos obtenido la siguiente parametrizacién del toro:
71 0,27) x [0,27) — R3
mo,B) = (—sinf(cosa+2), cosf(cosa+2), sina).
Esto es,

a,f) = —sinf(cosa+2),
y(,8) = cosB(cosa+2),
a,) = sina.

Teniendo en cuenta: cosa = v/1 — sin® @ obtenemos:

2>+ = (cosa+2)°=cos’a+4cosa+4

= 1—sin2a—|—4\/1—sin2a—|—4
5— 22 +4v1 — 22,

Por tanto,
(2 + 92+ 22 —5)" =16 (1 - 2?)

es la ecuacién implicita del toro.
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Ejemplo 4 Se considera la siguiente parametrizacién del toro:
7: [0,27) x [0,27) — R?,
(a, B) = ((cosa + 2) cos B, (cosa + 2)sinf, sina).

Se pide:

1. Curvatura normal en el punto P de coordenadas (2,0, 1).

2. Direcciones principales en el punto P.

3. Curvaturas principales en el punto P.

4. Curvatura de Gauss en el punto P.

5. Curvatura media en el punto P.

6. Clasificar los puntos del toro.

Solucién.
El punto P se alcanza para los valores de los pardmetros « = 7/2y 8 = 0.
Tenemos:
o(a,5) = (—sinacosf, —sinasinf, cosa),

m3(a, ) = (—(cosa+2)sinf, (cosa+2)cosf, 0),

y
]\7(04,6) = ||§ZEZ:§;2?§EZ:§;H = (—cosacosf8, —cosasinfl, —sina).
Por tanto,
E(a,p) = Tola, ) Tola, p) =1,
F(aaﬂ) = 7?Ot CY,B) Fﬁ O{,ﬂ): 5
G(a, B) (e, ) - Ta(cr, B) = (cos v + 2)7,
y
L(,8) = 7aala,B)- N, B) =1,
M (v, B) rag(a, B) - N(a, B) = 0,
N(a,8) = 718s(, ) - N(a, ) = cosa (cos o + 2)
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Luego,
IIp (h,k) = h* + cos a (cos a + 2) k2.

Por tanto, la matriz de la primera forma fundamental de S en el punto
P es:
E(r/2,0) F(m/2,0)\ (10
F(r/2,0) G(x/2,0) )  \ 0 4
y la matriz de la segunda forma fundamental de S en el punto P es:

(4% %) - (32)

La curvatura normal en la direccién del vector W € TpS con coordenadas
(h, k) es:
IIp(h, k) h?

(. k) = Ip(h k) h?+4k2

Las direcciones principales (1, A) en P son las soluciones de la ecuacion:

A2 -\ 1
0=[1 0 4|=-4rx=)=0.
1 0 0

Si tomamos el vector de coordenadas (A, 1), entonces la ecuacién se escribe:

1 =X A\
0=|1 0 4 |=—-4x=X=0.
1 0 0

Por tanto, las direcciones principales son las de los vectores de coordenadas
(1,0) y (0,1).

Las curvaturas principales son:

11p(1,0)

kn(1,0) Tp(1,0) =1,

Si consideramos la ecuacién de las curvaturas principales:

» f]1 10 10|
Sl oo affeee]o o]
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obtenemos:
kny =1
kny =0
La curvatura de Gauss es el producto de las curvaturas principales: kiks =0
y la curvatura media es (k1 + kq) /2 = 1/2.

Teniendo en cuent_a> que la matriz de la segunda forma fundamental de S
en un punto P, con OP = 7(a, f3), es:

4(kN—1)kN:0:{

1 0
0 cosa(cosa + 2)
se tiene:

1 0

A = det < 0 cosa(cosa + 2)

) = cosa (cosa + 2).

Como cosa + 2 > 0, el signo de A depende del signo de cos a.
Si € [0,7/2) U (37w/2, 27|, entonces A > 0 y los puntos son elipticos.
Si a € {m/2,3mw/2}, entonces A = 0 y los puntos son parabdlicos.
Si a € (m/2,37m/2) entonces A < 0 y los puntos son hiperbdlicos.

Ejemplo 5 Consideramos la semiesfera superior de radio r y centrada en
el origen; esto es, la semiesfera de ecuacién cartesiana:

2+ + 22 =r% con z > 0.
Consideramos la siguiente parametrizacion:

71 [0,27) x (0,7/2) — R

Ma,B8) = (acosasinf, asinasinf, acosf),

donde o mide la longitud y £ la latitud. Se tiene:

o, 8) = (—asinasinf, acosasinf, 0),
73(a, f) = (acosacosf, asinacosf, —asinf),
y
Tol(e, B) N73(a, B) = (—a2 cosasin® B, — a’sinasin®f, — a?sin B cos B)

= —a’sinf (cosasin3, sinasin3, cosp).

Por tanto, 7, (c, 8) A 7s(c, ) = 0 siy sélo si sin 3 = 0; esto es, si y s6lo si
£ = 0. Luego, la parametrizacién que tenemos es regular.
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Ejemplo 6 FEsfera. Consideramos la siguiente parametrizacién de la esfera
de radio 1 y centro el origen de coordenadas:

(o, B) = (cosacos B, cosasinf, sina), («o,8) € (—n/2,7/2) x [0,27).
Se pide:
1. Expresién de la primera forma fundamental.

(a) Se tiene:

o, 5) = (—sinacosf, —sinasinf, cosa),
r3(a, f) = (—cosasinf, cosacosf, 0).
Por tanto,
E(a, B) = Tula, B) - o, B) = sin’ a (COSZB + sin? ﬁ) +cosa =1,
F(a,p) = Tola, B) - T5(ax, ) = sinaccos 5 cos asin f — sin asin v cos 5 cos f = 0,
G(a, B) = 73(a, B) - 75(a, B) = cos* a (sin2 S + cos? ﬁ) = cos? a.

La matriz asociada a la primera forma fundamental en un punto
arbitario P = 7(«, ) de la superficie es:

1 0
0 cos®a

Como F' = 0 las curvas coordenadas (v, ) (paralelo) y 7(«, ;)
(meridiano) son ortogonales entre si.

2. La longitud de la curva pardmetro 3 = 3.

(a) La curva pardmetro § = 3, (meridiano 5 = f3,) tiene la siguiente
parametrizacién:

(o) = 7(a, By) = (cosacos B, cosasinf,, sina), « € [0,27).

Se tiene:

7(a) = 7u(a, ) = 1 Fuler, By) + 0 s(ev, By),

19



por tanto (1,0) son las coordenadas del vector tangente 7’(«) en
la base {Fa(&, BO)’ Fﬂ(&a 50)} y

b (@, @) = 10 (b ) (o) =1

0 cos?a

/2
L= / ldt = .
—7/2

3. La longitud de la curva pardmetro a = ay.

Por tanto,

(a) La curva pardmetro o = ag (paralelo & = «y) tiene la siguiente
parametrizacién:

7(B) = (v, B) = (cos g cos B, cosagsinfB, sinag), « € [—m/2,7/2].

F,(ﬁ) = Fﬁ(OéOaﬁ) =0- Fa(amﬂ) +1- Fﬁ(QOaﬁ)a

por tanto (0, 1) son las coordenadas del vector tangente 7'(/3) en
la base {Fa(am 5)7 F,B(um 5)} y

b (7O E) = 0.0 (ot ) (1) =0t

Por tanto,

2
L= / cos? apdt = 21 cos? ay.
0

Ejemplo 7 Se considera la superficie formada por las rectas que se apoyan
en la hélice de ecuacién a(u) = (cosu, sinu, u), u > 0, paralelas al plano
z =0y que se apoyan en el eje OZ. Véase la siguiente gréfica:
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Superficie helicoidal

1. Vamos a hallar una parametrizacién de dicha superficie.
(a) Un punto X de la superficie satisface la siguiente ecuacién:
—_— —— —
OX =O0P + \P'P
donde P’ es el punto del eje OZ y P, P’ estan en la recta que
se apoya en la hélice y en el eje OZ y que es paralela al plano
z = 0. Por tanto si P es el punto de la hélice con coordenadas

(cosu, sinwu, u), las coordenadas de P’ son (0,0, u). se tiene:

m(u,A) = (0,0,u)+ A(cosu, sinu, 0)
= (Acosu, Asinu, u), conu >0y A€ [0,1].

2. Veamos que 7(u, \) es una parametrizacién regular. Se tiene:

Tu(u,\) = (=Asinu, Acosu, 1),
m(u,A) = (cosu, sinwu, 0),
Tu(u, \) AN7\(u, A) = (—sinu, cosu, — ),
17, M) ATA(u A = V14 A2 £0,

por tanto, la parametrizacién es regular.
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3. Primera forma fundamental. Se tiene:

E(u,A) = 7u(u,\) - 7y(u, A) = (=Asinwu, Acosu, 1)-(—=Asinu, Acosu, 1)

= 1+,
F(u,\) = 7u(u,\) - m\(u,\) = (—=Asinu, Acosu, 1) (cosu, sinu, 0)
G(u, ) = m(u,A)-™\(u,\) = (=Asinu, Acosu, 1)-(cosu, sinu, 0)
= -\

Por tanto,

IPI TpS X TPS — R,
S I+A 0
Ip(wy, i) = (a,b1) ( 0 )\ ) ( Zj ) ,

con zUl = (al, bl) y Ujg = (ag, bg)

Ejemplo 9 Vamos a calcular la curvatura normal de la esfera de radio a y
centrada en el origen; esto es, la esfera de ecuacién cartesiana:

a:2—|—y2—|—22 =a’
Podemos considerar la siguiente parametrizacion:

7: [0,27) x (0,7) — R?

™a,8) = (acosasinf, asinasinf, acosf).
Se tiene:
To(a, B) = (—asinasinf, acosasinf, 0),
(e, 5) = (acosacosf, asinacosf, —asinf),
y
Tole, B) ANTs(a, B) = (—a2 cosasin? B, — a’sinasin®f, —a® sinﬁcosﬁ) ,
|70 (v, B) /\ﬁg(@z,ﬁ)”z = a*cos® asin? B + a*sin® asin? B + a* sin? 5 cos? 3

= a*sin?p (C082 a + sin? a) + a*sin? B cos® B
= a*sin? B+ a*sin? B cos? 5

atsin? 8 (sin2 3 + cos? 6) = a*sin? g3,
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Por tanto,

= (—cosasinff, —sinasinf, —cosf).

<
ot
Q

~—
=

) = (—acosasinf, —asinasing, 0),
= (—asinacosf, acosacos 3, 0),

= (—acosasinf, —asinasinf, —acosf),

E(a,B) = 7aa,p) 7ala, B) = a®sin® asin® § + a* cos® asin® 3
= a’sin’ B,
F(OQB) = Fa(Q,B)'Fﬂ(a,ﬁ)ZO,
G(a,B) = 75(a, B) - 75(a, B) = a® cos® avcos® B + a*sin”® a cos® B + a? sin?

= a°,
L(a, ) = Taala,f)- ]\7(04,5) acos? asin? f + asin? asin? 8 = asin? 3,
M(a, 3) Fap(, ) - N(a, B) =0,
N(a,B) = 718s(, ) - ]\7(04 ) = acos® asin? B + asin® asin® f + a cos® B
= asin®f+acos’B=a
Por tanto,
Lh? + 2Mhk + Nk? in® Bh? + ak? 1
o (b ) = h* + hk + Nk _ asin Bh* + ak _

Eh? +2Fhk + Gk? — a?sin®Bh? + a2k2 o

Luego la curvatura normal es constante en cada punto de la superficie y en
cada direccién del plano tangente. La indicatriz de Dupin en cada punto de
la esfera es:

a® =2 +y°.

Ejemplo 10 Se considera la superficie con ecuacién cartesiana z = a2 — 2.
Se pide:

1. Clasificar los puntos de la superficie.
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2. Curvatura normal y curvaturas principales en el punto P de coorde-
nadas (0,0, 0).

3. Lineas de curvatura en el punto P.

4. Lineas asintéticas en el punto P.

Solucién.
La superficie es:

Paraboloide hiperbolico

Una parametrizacién de dicha superficie es:
7 R — R3  #(u,v) = (u, v, u? — v2) )

que es una parametrizacién de Monge con f(u,v) = u? — v?.

Tenemos:
ru(u,v) = (1, 0, 2u),
rp(u,v) = (0, 1, —2v),
N(u,v) Pl 0) A Fu(u0) ! (—2u, 2v, 1)
70w, v) ATy (w, v)|| VAu2 + 402+ 1
Fuu(ua 1}) (07 0, 2)7
Tuw(u,v) = (0, 0, 0),
Two(u,v) = (0, 0, —2).
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Por tanto,

E(u,v) = 7(u,v) - 7(u,v) =1+ 402,
F(u,v) = 7u(u,v) - 7y(u,v) = —duw,
Gu,v) = Fylu,v) - 7ylu,v) =1+ 4%

= 2
L(u,v) = Tu(u,v) N(u,v) =

N(u,v) = 7p(u,v) N(u,v) =

Va2 + 402 +1

La matriz de la segunda forma fundamental en un punto arbitrario P de la

superficie es:
1+ 4u?  —4uw
—duv 1+ 40?% )
La matriz de la segunda forma fundamental en un punto arbitrario P de la
superficie es:

2
VAau24+4v2+1 02
0 VAau2 +402 41

El determinante L(u,v)N(u,v) — M(u,v)? < 0, por tanto, todos los puntos
de la superficie son puntos hiperbdlicos.
La curvatura normal en el punto P = 7(0,0) en la direccién de un vector
(h, k) es:
2h? — 2k?
h? 4+ k2
Si suponemos (h, k) = (cos «, sin ) tenemos:

kN(ha k) =

ki (cos a,sin @) = 2 (cos® a — sin® ) = 2 cos 2a.

Por tanto, ky toma el valor méximo 2 para a = 0,7, en la direccién de los
vectores (1,0) y (—1,0), y ky toma el valor minimo —2 para a = 7/2,37/2,
en la direccién de los vectores (0,1) y (0, —1).
Para o € (—7/4,7/4) U (3w /4,57 /4), la curvatura normal es positiva.
Para o € (/4,37 /4) U (5m/4,7r/4), la curvatura normal es negativa.
Para a = 7/4, 37 /4, la curvatura normal es cero. Por tanto, las direc-
ciones asintéticas son:

(cosm/4,sinm/4) = (V2/2,V2/2),
(cos3m/4,sin3m/4) = (—v2/2,v/2/2).
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La ecuacién diferencial de las lineas de curvatura en P es:

= —4a/(t)V'(t)

Esto es, u/(t) = 0 6 v'(t) = 0. Por tanto, las lineas de curvatura son u(t) = ug

6 v(t) = vy, con ugy y vy constantes. Como estamos en el punto P = 7(0,0),
tenemos u(0) = 0 y v(0) = 0, por tanto, las lineas de curvatura son:

) = (O, v, —02),
™(u,0) = (u, 0, u2).

La ecuacién diferencial de las lineas asintdticas en P es:

0=2((t)> =2 #) = 0=1u(t)+v'(t) 60

=u'(t) — v'(t)

Integrando obtenemos: u(t) = fv(t) + k. Como u(0)

= v(0) = 0, se tiene:
u = $v. Las lineas asintdticas son:
7w, u) (u, u, 0)
mu,—u) = (u, —u, 0)
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