1. Dada la funcién

f:R2—>R
o +yt
fay)={ g S EVF 00

0, si (z,y) # (0,0)

(a) Estudiar la existencia de derivadas parciales de primer orden en R2.

(b) Calcular el gradiente de f en (0,0) y estudiar la diferenciabilidad de
f en dicho punto.

(c) Calcular el gradiente y la derivada direccional maxima en el punto
(=1,1).

(d) Hacer un pequeio croquis que contenga la curva de nivel 0 y el gra-
diente de f en (—1,1).

Solucién.
(a) Las derivadas parciales en un punto (z,y) # (0,0) son:

5t (x4 + y4) + 423 (335 + yﬁ)

fo(z,y) = ($4+y4)2 )
_ 5y5 (.’1,'4 + y4) + 4y3 (1‘5 + yﬁ)
fy(fﬁ,y) - (x4+y4)2 )

y las derivadas parciales en el (0,0) son:

h5

0,0 = i HOO2 () =100 S00) 7Ty
h6

14(0,0) = liny h =y = =0

(b) El gradiente de f en el (0,0) es:

Tenemos:
(h,k)—(0,0) Vh2 + k2
B4k
= lim hrr k-
(hk)—(0,0)  v/h2 + k2
kS — hk*

lim .
(h,k)=(0,0) (h* 4+ k*) Vh? + k2



Por polares: h = rcos(), k = rsin(6):
i 70 5in%(8) — 7% cos(#) sin* () lim " sin®(#) — cos(f) sin* ()
im = lim
r—0 15 (cos(0) + sin(0)) r—0  cost(0) + sin*(0)
_ —cos(0) sin()
~ cost(0) 4 sin(6)

Luego f no es diferenciable en el (0,0) pues el limite anterior no es
cero para todo valor de 6.

(c¢) El gradiente de f en el (—1,1) es:

VI(=1,1) = (fu(=1,1), f, (=1, 1)) = (;3) .

Y la derivada direccional maxima en el (

IVf(—1,1) —\/25%—9—\/7

(d) Curva de nivel 0 de f:
Co = {(z,y) | f(z,y) = 0}
54,6
= {(w,y) tales que % = 0}
= {(x,y) tales que z° + % = 0}

que es la siguiente curva:

X L




2. Dada la funcién

f(z,y) =3 zy?, (z,y) € R?

(a) Determinar si tiene plano tangente en (z,y) = (0,0), y en caso afir-
mativo, hallarlo

(b) Hallar:

i. La curva de nivel en el punto (2, 2).
ii. El gradiente de f en el punto (2,2)
iii. La derivada de f en el punto (2,2) y en la direccién del vector
(_17 \/g)
iv. El plano tangente a la gréfica de f en el punto (2,2, f(2,2)).

v. La recta interseccién del plano tangente a la grafica de f en el
punto (2,2, f(2,2)) y el plano z = f(2,2).
Hacer un croquis muy esquemético de los resultados obtenidos.

Solucion.

(a) Calculamos las derivadas parciales de f en el punto (0,0). Las
derivadas parciales son:

2

1 Yy
" :37 —2/3 2/3: 3 J
fa (2,9) 3% Y el

2 T
— 31/35,-1/3 _9s/T
f(@y) = 3212y .

por tanto sélo estén definidas si (z,y) # (0,0). En el (0,0) tenemos:

. f((0,0) + (h70)) — f(O’O) : f(h’ 0) :
0,00 = iy h TR T Y
£,(0.0) = lim f((0,0) + (Okh)) —f(0,0) _ lim f((;; h) _ tim ¥ =0,

E =
Luego existen y el plano tangente a la gréfica de f en el punto (0,0)
es:

2 = £(0,0)+ £2(0,0)(z — 0) + £,(0,0)(y — 0) <= = = 0.
(b) Tenemos f(2,2) = 3v/2-4 = 6. La curva de nivel 6 es:
Ce = {(J?,y) | f(:C?y) = 6}

= {(xay) tales que 3Y/zy? = 6}

= {(z,y) tales que zy* = 8} .
Gradiente de f en el punto (2,2):

Vf(272) = (f¢(272)afy(272)) = (1a2)



Derivada de f en el punto (2,2) en la direccién del vector (—1,/3).
Como f es diferenciable en el punto (2,2) tenemos:

~1 \/§>_1+2\/§

V10" V10 V10

El plano tangente a la gréfica de f en el punto (2,2, f(2,2)) es:

z2=f(2,2)+ f2(2,2)(z — 2) + f,(2,2)(y — 2)
2=6+(r—2)+2(y—2) <= z=1z+2y.

Dzf(2,2) =V f(2,2)-4u=(1,2)- (



3. Razonar la certeza o falsedad de las siguientes afirmaciones:

(a)

Hay funciones diferenciables f: R> — R en un punto (a,b) que no
son continuas en el punto (a,b).

Falso, toda funcién diferenciables en un punto es continua. en ese
punto.

Toda funcién f: R? — R que tenga todas las derivadas parciales en
un punto (a, b) es diferenciable en (a, b).

Falso, la funcién

_ [ e si(zy) #(0,0)
f(x’y)_{OJr si (z,y) =

no es diferenciable en el punto (0,0) y tiene derivadas parciales en el
punto (0,0).
El gradiente de la funcién f(x,y) = 2% + y? en el punto (1,2) es
perpendicular a la curva de nivel 22 + 32 = 6 de f.
Falso, pues Vf(1,2) se apoya en el punto (1,2) y el punto (1,2) no
pertenece a la curva de nivel 6.
El gradiente de la funcion f(x,y) = 2% + y? en el punto (1,2) es
perpendicular a la curva de nivel 22 + 2 =5 de f.
S6lo es cierto si consideramos el punto (1,2) de la curva de nivel 5,
pues Vf(1,2) = (2,4) y la recta tangente a la curva de nivel 5 en el
punto (1, 2) tiene vector director ¢ = (—2,1) y Vf(1,2)-(-2,1) = 0.
Sean f,g9: R — R funciones dos veces derivables tales que f'(1) =
gB) =0y f"(1) > 0y ¢’(3) > 0 entonces la funcién F(z,y) =
f(z) + g(y) tiene un extremo relativo en el punto (1,3).
Verdadero. Veamos primero que el punto (1, 3) es un punto critico
de f:
Fm(.’E,y):f/(fE), Fy(xay):!]/(y)

luego,

F(L3)= f(1) =0, F,(1,3) =g(3) =0.

Y la matriz hessiana de F' en el punto (1,3) es:

Fm(l,3) ny(1,3) . f"(l) 0
HF“’S):(ny(w Fyy<1,3>>‘( 0 g"<3>>'

Luego det HF(1,3) = f"(1)-¢"(3) > 0y f”(1) > 0 luego F tiene un
minimo relativo en el punto (1, 3).

Sean f: R — R una funcion dos veces derivable tal que f(a) =0y
f'(a) = 1. Entonces la funcién F(z,y) = f(z)f(y) tiene un punto de
silla en el punto (a, a).



Verdadero. Veamos primero que el punto (a, a) es un punto critico
de f:
Fo(z,y) = f'(a)f (), Fylz,y) = f@)f'(y)
luego,
Fy(a,a) = Fy(a,a) =0.

Y la matriz hessiana de F en el punto (a,a) es:

H(a,0)  Fuyla,a) (@) fa) F()f(a)
HF(a,a) = (Fw,a) Fyyw,a)) (f()f’(a) f(a)f”(a))

(1)
Luego det HF(a,a) < 0 luego F' tiene un punto de silla en el punto

(a,a).
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