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1 Isometrias vectoriales.
Sea E un espacio vectorial euclideo.

Definicién Una aplicacién f: E — FE se dice transformacion ortogonal o
1sometria vectorial si conserva el producto escalar; esto es, si

f@) - f)) =%-9, V¥ yEE.

Proposicién Si f: E — FE es una isometria vectorial entonces es una apli-
cacién lineal.

—

Demostracién Veamos que para todo @,y € E, f (¥ + ) — f (Z) — f (¥) tiene
norma cero y, por tanto, es el vector nulo. Se tiene:

(f@E+y) —f@) = f@) - (f@E+9 - f(@) - f@)

= f@+9 - fE@E+9)-f@+9- - [@) - @+ (@)
—f (&) f(@+9)+ @) f(@)+ (@) f(Y)
—f@) - f@E+P+F@) - f@+F@) - f @)

= f@+y)-f@+y)=2f @+ (@) -2/ @+ [
+2f (@) f (@) + @) @)+ @) f©)

= (@+9)- @+ -2@+9) 7-2(@+9) ¥
2T T T4

= T2 GG -2 T2 T — 28— 20§
2T T T

(f (AZ) = Af (@) - (f (AZ) = AF (7))
= fOD) - fAT) = 2f (AT) - Af(2) + Af (2) - Af (D)
= AT AT —2\T- AT+ \T -\
= 0.

Luego f es lineal.

— =

Sea ||-|| : £ — R, la norma definida en el espacio euclideo E, ||7|| = VT - ©.

Proposiciéon La aplicacién lineal f: E — E es una transformacién ortogo-
nal si y sélo si || f(Z)| = ||Z]| para todo & € E.



Eugenia Rosado, ETSAM Algebra Lineal. 2009-2010. 2

Demostracién Supongamos que f es una transformacién ortogonal, entonces

IF(@) =[f@) - f(@)=VZE-&=|&|, VZekE.

Supongamos ahora que || f(Z)| = ||7]| para todo ¥ € E' y veamos que f
es ortogonal. Se tiene:

17 = gll = 177 = 9

por tanto,

(F=9) (@ -7 =

2
(F—§)-@F—§) = &-7-2
por tanto, f() - f(§) = & -7

Proposiciéon Sea f una transformacion ortogonal de un espacio vectorial eu-
clideo E. Se cumple:

1. f es biyectiva.
2. Los autovalores reales de f son A = +1.

3. Si u, ¥ son autovectores asociados a autovalores diferentes entonces
i, U son ortogonales.

Demostracién 1. Como f es un endomorfismo para ver que es biyectiva
basta ver que es inyectiva. Supongamos f(#) = 0 entonces
[al| = [[f(@)] =

0| =0 = @& =0.

Luego ker(f) = {5} y [ es biyectiva.

2. Sea u un autovector de f asociado a un autovalor real A, entonces:
-1 = f(@)- fd) =\Ni-\d = N4
por tanto A = +1.

3. Sean u, v autovectores asociados a autovalores A, i diferentes en-
tonces \u=—1y

por tanto u - v = 0.



Eugenia Rosado, ETSAM Algebra Lineal. 2009-2010. 3

Proposiciéon Sea A la matriz asociada a un endomorfismo f en una base
B ortonormal. Entonces,

f es ortogonal <= A es una matriz ortogonal (AA" = TI).

Ejemplo 1 Sea F un espacio vectorial euclideo referido a la base ortonormal
B = {é}, é,€3}. Se considera el endomorfismo f de F determinado por:

— ]' — — —
fler) = 3 (21 + 2> + €3)

— 1 — — —
f(eg) = g (—261 + €2 + 263) s

— ]' — — —
f(e3) = g (61 — 262 + 263) .

;Es f una transformacién ortogonal? ;Es f biyectiva? Hallar f~!.

La matriz asociada a f en la base B es:
_2 1
3 3

2
3

V)

A=

Lo 1L [N [N
wl

W N =

Como la matriz A es ortogonal (A™! = A') f es una transformacién

ortogonal.

Los autovalores deiA son: A\; = §Z\/§ + %, Ay = % — %2\/5 v A3 = 1.
Nétese que: \a = \; y A\ = 1.

Como f es una transformacién ortogonal, f es biyectiva y la matriz
asociada a f~! en la base B es: A~! = A?. Por tanto,

x X
—1 _ —1 At
f (.T, Y, Z) = A Y =A Yy
z z
2 2 1 2 2 1

B 1 o3\ (7 sy Tyt el

- _1§ 52 g Y - _151. +2§y +2§Z

3 T3 3 z 3% — 3y + 32

Con el MAPLE: Para calcular la traspuesta de una matriz podemos uti-
lizar el comando

[>transpose( A );
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1.0.1 Clasificacion de isometrias vectoriales

Sea I un espacio vectorial euclideo de dimensién n. Sea B una base ortonormal
de E. Sea f: F — FE una transformacién ortogonal o isometria vectorial. Y
sea A la matriz asociada a f en la base B. Como A es una matriz ortogonal
se cumple: det(A) = +£1.

Definicién Si det(A) = 1, se dice que f es una isometria directa. Y si
det(A) = —1, se dice que f es una isometria indirecta.

Definicién Un subespacio U C E es subespacio invariante de una isometria

vectorial f si f(U) CU.

Definicién Un vector ¥ € E se dice vector invariante de una isometia vecto-
rial f si f(Z) = Z; esto es, ¥ es un autovector de f asociado al autovalor
A=1

Observacién El subespacio propio asociado al autovalor A = 1, V(1), es el
subespacio de vectores invariantes de f.

Proposiciéon Sea f una isometria vectorial de E. Si U es un subespacio de
E invariante por f entonces U+ también es un subespacio invariante por

f.

Demostracién Tenemos que demostrar que f(U+) C U*; esto es, f(v) € U+
para todo @ € U+. Sea @ € U (por tanto, (i) € U) entonces
0=i-v f isoietrl’a f(ﬁ) . f(U>

por tanto, f(¥) es ortogonal a f(«#) € U (por ser U invariante), luego
f(0) e UL,

Ejercicio Se considera el espacio vectorial euclideo R? y en él la base orto-
normal canénica. Se considera una isometria vectorial indirecta f de R?
cuyo subespacio de vectores invariantes es V = £ ({(1,0,1),(0,—-1,2)})
(esto es, V' = V(1)). Hallar la expresién matricial de f.

Solucién Como el subespacio de vectores invarianes de f es V (1), en este caso
tenemos dim V(1) = 2. Como f es una isometria tenemos: det A = —1y
sabemos que A = 1 es un autovalor doble de A. Si A tuviera un autovalor
complejo el conjugado también serfa autovalor (los autovalores complejos
siempre van de dos en dos), por tanto, el tercer autovalor de A es A = —1
y dimV(-1) = 1. Como V = V(1), se tiene f(1,0,1) = (1,0,1) y
f(0,-1,2) = (0,—1,2). Hallamos V*:

(x,y,2)-(0,—1,2) = —y + 2z

0
0 = (z,9,2)-(L,0,1)=x+z2
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luego
Vi ={(z,y,2) |0=—y+2z 0=ax+2} =L({(-1,2,1)})

y como los vectores en V(—1) son vectores ortogonales a V(1) se tiene:
V(—1) = V1. Luego, la matriz asociada a la isometria f es:

-1

1 0 -1 1 0 O 1 0 -1 % % %
0 -1 2 01 0 0 -1 2 =| 3 _% _§
1 2 1 0 0 -1 1 2 1 % —% %

Isometrias vectoriales en un espacio euclideo de dimensién 2 Sea F,
un espacio vectorial real euclideo de dimensién 2 y sea B = {€}, >} una base
ortonormal de F,. Sea f una transformacion ortogonal o isometria vectorial
de Ey y sea A = Mp(F'), la matriz asociada a f en la base B. Como A es una
matriz ortogonal det(A) = £1. Puede suceder:

A = (Z _ab)<:)det(A):a2+62:1<:>fesdirecta

A = ( Z _ba ) <= det(A) = —a® — b* = —1 <= f es indirecta
con0<a<1ly0<b< 1.
1. det(A) = 1, entonces la matriz A es de la forma
A ( CQSa —sin o )
sina cosa
En este caso la transformacién es una rotacion o giro de dngulo o. Si

a = 7, se dice que [ es una simetria respecto del origen y si a = 0
entonces f es la identidad.

2. det(A) = —1, entonces la matriz A es de la forma

A [ cosa sin «v
sinaw —cosa /°
Al ser A una matriz simétrica, es diagonalizable y como los autovalores

de A son +1, por ser A una matriz ortogonal, la matriz diagonal de f en
una base ortonormal de autovectores es:

=(o4)

Se trata de una simetria axial respecto de la recta determinada por el
autovector asociado al autovalor 1 (nétese, que es la recta de vectores
invariantes). La recta V' (—1) es una recta invariante por f.
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Observaciones

1. La composicién de dos simetrias axiales f y g es un giro pues

det(M(go f)) = det(M(g)M(f)) = det(M(g)) - det(M(f))
= (-1)-(-1)=1.

2. La composicion de un giro y una simetria axial es una simetria axial

Ejemplo Sea f: R? — R? la isometria vectorial indirecta tal que f(2,1) =
(2,1). Hallar la expresién analitica de f.

Solucién Tenemos V(1) = L({(2,1)}) y V(-1) = V(1)* = L({(-1,2)}). En
la base ortonormal B* = {(2,1), (—1,2)} la matriz asociada a f es

1 0
o= (0 5)
y, por tanto,

()G )G

La expresiéon analitica de f en la base candnica es:

[SIFSS T
| SUES

oW

~

3 4 4 3
f(-T,y) - <g$+ gya gx - gy)

Isometrias vectoriales en un espacio euclideo de dimensién 3 Sea
E3 un espacio vectorial real euclideo de dimensién 3 y sea B = {é}, €5, €3}
una base ortonormal de F5. Sea f una transformacién ortogonal o isometria
vectorial de E5 y sea A = Mp(F), la matriz asociada a f en la base B. Como
A es una matriz ortogonal, se tiene: det(A) = £1. El polinomio caracteristico
de A es de grado tres y por tanto, tiene alguna raiz real.

1. Sidet(A) = 1 entonces la matriz A es de la forma:

(a) A =1, la isometria f es la identidad (A tiene el autovalor A = 1
triple).

(b) A tiene el autovalor A = 1 simple y A = —1 doble. Entonces f es
una simetria axial respecto de la recta V(1). El plano V' (—1) es un
subespacio invariante.
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(c) A tiene el autovalor A = 1 simple y los otros dos autovalores son
complejos. En este caso f es un giro de dngulo o (trA = 142 cos «)
alrededor del eje de vectores invariantes V' (1). Por ejemplo, si la
matriz A es de la forma

1 0 0 cosae 0 —sina
0 cosaa —sina |, 0 1 0
0 sina coswo sinae 0 cos«

cose —sina 0
6 sinae¢ cosa O
0 0 1

Y

entonces [ es un giro alrededor del eje X (resp. eje Y 6 eje Z).
2. Sidet(A) = —1, entonces la matriz A es de la forma:

(a) La matriz A tiene el autovalor A = 1 doble y A = —1 simple. Se
trata de una simetria respecto del plano de vectores invariantes:
V(1). Por ejemplo, si la matriz A es de la forma

0 1 0 0 1
o |, o -10]s]| 0
0 1 0

1
0
0 -1 0

O = O
O = O

0

U

1

entonces f es una simetria respecto del plano z = 0 (resp. plano

y =0 6 plano z = 0).

(b) La matriz A tiene el autovalor A = —1 triple. En este caso la
isometria f es una simetria central (respecto del origen).

(c) Lamatriz A tiene el autovalor A = —1 simple y dos autovalores com-
plejos conjugados. En este caso la isometria f es una composicion
de un giro de dngulo (trA = —1 4 2cos ) y una simetria.

1.1 Ejercicios

1. Sea R? con el producto escalar usual y sea f un endomorfismo de R?
cuya matriz asociada en la base canénica de R3 es

0 —3/5 4/5
A=[1 0o o
0 4/5 3/5

Se pide:

(a) (Es f una isometria vectorial?
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(b) Hallar los autovalores de f y los subespacios invariantes de f.

(c) Clasificar la isometria f.
Solucién.

(a) Sf, porque A = Mp_(f) es una matriz ortogonal (A~" = A?).

(b) Los autovalores de A son A =1y A = —1{ + 2i\/6. Los subespacios
invariantes de f son:

V() = LALL2Y,
V)T = {@y.2) [2+y+2:=0}

(c) La isometria f es un giro respecto de la recta V(1) de dngulo

1 1/3 1

cosa = (tr(A) — 1) = 3 (g - 1) =

2. Sea R? con el producto escalar usual y sea f un endomorfismo de R?
cuya matriz asociada en la base B = {(1,1,0),(0,1,1),(1,0,1)} es

1 0 0
A= 0 =3/5 4/5
0 4/5 3/5

Se pide:

(a) (Es f una isometria vectorial?
(b) Hallar la matriz asociada a f en la base canénica de R3.

(c) Hallar los autovalores de f.
Solucién.

(a) Tenemos:

3 4 4 31
f( ) Y ) 5( Y ) )+5( ) ) ) (57 575)BC

luego

4 31 4 31 4 31
o = [(5-23)] - \/ (555) (5735)

V3
||(O7 L, 1)“ = \/(07 L 1) ’ (07 L, 1) = \/§

por tanto, como | £(0, 1, 1) # [[(0,1,1)]], se deduce que f no es una
isometria vectorial.
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(b) La matriz asociada a f en la base canénica es:

MBC (f) = MBBCAMBTEC

1 01 1 0 0 1 01
= 1 10 0 —3/5 4/5 110
011 0 4/5 3/5 011
2 3 1
5 5 5
= 6 _1 _ 2
5 5 5
s _3 4
5 5 5

que no es una matriz ortogonal. Por tanto, f no es una isometria.

(c) Los autovalores de f son —1, 1. El determinante de A es —1.

3. Sea R? con el producto escalar usual y se B = {¢é), ¢, €3} una base
ortonormal. Se considera el endomorfismo de R?® dado por:

1 1 4
f(éi + 52) - —551 — 552 + ggg,
R 1. 2. 2.
flez) = 361~ 562 + 363,

B 2 2. 1.
f(&) = §1+32+3€3

(a) Probar que f es una isometria vectorial.
(b) Calcular los subespacios invariantes de f.
c

(c) Clasificar la isometria f.

(d) Hallar la expresién analitica f~!.
Solucién.

(a) Se tiene:

f(gl) = f(51+52)_f<52)
1. 1ﬁ+44 1. 2#+2ﬁ
= ——¢|— -6+ —-es—|-e1— -+ -€
31 32" 3® \3t 32T 3™
26+14+2ﬁ
= ——€]+ =€+ z€
31732737
Por tanto,
2 1 2
3 3
MB(f): % —%%
2 2 1
3 3 3

que sf es una matriz ortogonal, por tanto, f si es una isometria y
ademads es simétrica.
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(b) Los autovalores de A son A = 1 simple y A = —1 doble. Y los
subespacios invariantes de f son:

V(l) = ﬁ({<17172)})a
V(-1) = ﬁ({(—l,l,O),(—Q,O,l)}).

(c) La isometria f es una simetria axial respecto de la recta V' (1).
(d) Como A~ = AT = A se tiene f~'(x,y,2) = f(x,v, 2), esto es,

IR AW AN S T
IR S I VA
A o I S
3 3 3 z 3T+ 3y + 372

f71($ Z)_ ——;C—|—1 —|—2z 1];_2 —ng 2x+2 +12
R N A S L S S LA

4. Sea f la isometrfa indirecta tal que el plano m generado los vectores
(1,0,—2) y (1,—2,0) es el subespacio de vectores invariantes. Se pide:

(
(

a) Hallar los subespacios invariantes de f.

Clasificar dicha isometria.

(c

)
b) Dar la expresién analitica de f.
)
(d) Se considera el conjunto

S={ten| |7l =1}

.Es S un subespacio vectorial de R3? Hallar f(S).
(e) Hallar la expresién analitica de f~!.

f) Hallar la expresién analitica de f2 = f o f. ;Es f? una isometria
() p 4
vectorial?

Solucion.

(a) Los subespacios invariantes de f son:

T = V(1)=L({(1,0,-2),(1,-2,0)})
= {(wy2) [20+y+2=0}
Las rectas contenidas en el plano 7

™ = L£{(2,1,1)}) =V(-1).
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(b) Lamatriz asociada a f enlabase B = {(1,0,—2),(1,—-2,0),(2,1,1)}

es:
10 0
D=01 0
0 0 —1
por tanto, la matriz asociada a f en la base candnica es:
-1 1 _2 _2
o 1ol 1) o[22
! PR A O B
-2 0 1 -2 0 1 -3 —3 3
La expresién analitica de f es:
£ ) 1 2 2 2 +2 1 2 1 +2
xy,2)=|—zr—zy—=z2, ——rx+=-y—=-z2, —-xr—= -z
e 3773V 73 T3t T3V T3 T3t 3T

(c) La isometria f es una simetria respecto del plano 7.

(d) El subconjunto S = {Z# € 7 | ||Z|| = 1} no es un subespacio vector-
ial de R3 pues si tomo, por ejemplo

se cumple Z, ¢y € Sy, sin embargo

1%+ 7] (2 -2 —2> <2 —2 —2) 241

xz = Ty T =y T o : =y T = T o =

! NERVERVEY AANVERVEARE

luego Z+7y ¢ S. Como f es una isometria vectorial || f(Z)| = ||Z] =
1 y como 7 es un subespacio invariante f(7) = m. Luego f(S) = S.

(e) Como f es una isometria simetrica se tiene que su matriz asociada
en la base canénica cumple: A~! = A* = A y por tanto f~! = f.

(f) La matriz asociada a f2 = f o f en la base canénica es:

AA=| -

2 2
> d
3

2 —
3

1

2

3 =10
0

O = O
_ o O

2 2
3 3
3 3

1
3

Por tanto, f? = id y sf es una isometria vectorial.

5. En el espacio vectorial euclideo R? con el producto escalar usual se con-
sideran las aplicaciones lineales g, f: R? — R? definidas como sigue:

f(gl - \/553) = _2537 g<€1) = 517
f(g2) = 527 g<€2) = _527
f(V3é + &) = 2é, 9(€3) = és,

se pide:
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(a) Probar que f es una isometria vectorial y clasificarla.
(b) Hallar los subespacios invariantes de f.

(
(d

(e) Hallar fog. ;Es f o g una isometria ortogonal? Clasificarla.

)
)
c) Probar que g es una isometria vectorial y clasificarla.
) Hallar los subespacios invariantes de g.

)

)

(f) Hallar los subespacios invariantes de f o g.



